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PRESENTACION

El Simposio de Matematicas y Educacion Matematica y el Congreso Internacional de Matematicas
asistidas por Computador, bajo la franquicia de MEM es organizado por los programas de post grado de
Educacion Matemadtica de la Universidad Antonio Narifio todos los afios desde del afio 2011.

Estos eventos convocan a numerosos y destacados docentes e investigadores provenientes de diversas
latitudes. En este segundo nimero del 2017 del volumen 4 del ACTA SIMPOSIO MATEMATICA Y
EDUCACION MATEMATICA se presenta, por vez primera, las sintesis de aquellas investigaciones
terminadas conducentes al grado cientifico de Doctor en Educacion Matematica, sustentadas en el afio
2016.

Los temas de investigaciones concluidas constituyen el resultado de un intenso trabajo de mas de tres
afios, tanto de los estudiantes, ya Doctores en Educacion Matematica y de sus directores de tesis. Estos
extensos los estamos brindando a la comunidad de docentes e/o investigadores de esta importante

comunidad cientifica.

Comité editorial
Bogota, Colombia. Febrero 10 de 2017.

ACTA SIMPOSIO DE MATEMATICAS Y EDUCACION MATEMATICA — N° 2, Vol. 4, p. 1-86, 2017, ISSN 2346-3724



CREENCIAS EPISTEMOLOGICAS DE DOCENTES DE MATEMATICAS EN FORMACION Y EN SERVICIO. UN ESTUDIO DE CASOS PARA PROPONER CAMBIOS EN LOS

PROGRAMAS DE FORMACION - (EM054)

CREENCIAS EPISTEMOLOGICAS DE DOCENTES DE MATEMATICAS EN FORMACION Y
EN SERVICIO. UN ESTUDIO DE CASOS PARA PROPONER CAMBIOS EN LOS PROGRAMAS
DE FORMACION

GRACE JUDITH VESGA BRAVO,
Universidad Antonio Narifio, Bogota, Colombia
gvesga@uan.edu.co

MARY FALK DE LOSADA
Directora de tesis
Universidad Antonio Narifio, Bogota, Colombia
rectoria.uan@gmail.com

Resumen

Esta investigacion tuvo como objetivo analizar y describir las
creencias epistemologicas que tienen docentes de matematicas en
formacion y en servicio sobre la matematica, su ensefianza y
aprendizaje, comprender como se estructuraron y cOmo se
transforman, para proponer elementos que se deben considerar en los
programas de formacién encaminados a lograr creencias mas
productivas hacia la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Se utiliz6 una metodologia con enfoque cualitativo, a través de
estudios de casos en dos fases. En la primera, participaron docentes
en formacién quienes hicieron parte de un curso sobre filosofia y
epistemologia de la matemdtica. En la segunda, se trabajo con
docentes en servicio, quienes hicieron parte de un curso sobre la
historia de las ecuaciones cuadraticas. Ambos cursos estuvieron
orientados a desafiar las creencias epistemologicas de los
participantes y a promover reflexion al respecto. Se utilizaron como
instrumentos cuestionarios cerrados y entrevistas semiestructuradas

Como parte de los resultados con estos dos grupos se pudo identificar
que es la experiencia docente intensiva lo que permite crear y
consolidar creencias epistemoldgicas, que el pregrado constituye una
etapa en la que las creencias epistemoldgicas, formadas con
anterioridad en el colegio, se estan ajustando permanentemente y que,
la formacion recibida, tanto implicita como explicita, es de dificil y
lenta asimilacién en las posturas epistemologicas de los futuros
maestros.

También se pudo establecer que las creencias epistemoldgicas de
docentes en formacién y en servicio estdn en permanente
confrontacidn. Esto posibilita que los programas de formacion, inicial
0 continua, incidan de manera mas efectiva y explicita en su
construccion o transformacion, lo cual implica realizar reformas en
las propuestas curriculares vigentes. Esta investigacion permite
plantear algunas recomendaciones para ello.

Abstract

This research aimed at analyzing and describing the epistemological
beliefs that pre-service and in-service mathematics teachers have
concerning mathematics and mathematics teaching and learning,
understanding how these views are structured and changed, in order
to propose elements to be considered in pre-service teacher education
programs aimed at achieving more productive beliefs towards both
the teaching and learning of mathematics.

The research methodology used was a qualitative approach, through
case studies in two phases. Related to the first stage, pre-service
teachers took part in a course on philosophy and epistemology of
mathematics. With regard to the second stage, in-service teachers

participated in a course on the history of quadratic equations. Both
courses were designed to challenge the epistemological beliefs of
participants and to promote discussion on the matter. Questionnaires
and semi-structured interviews were used as instruments.

One of the first results identified in these two groups was that
intensive educational experience contributes to the creation and
consolidation of epistemological beliefs. Second, the undergraduate
program is a stage in which epistemological beliefs, formed earlier in
school, are being adjusted constantly and that the training received,
both implicitly and explicitly, is assimilated slowly and with difficulty
into the epistemological positions of pre-service teachers.

Furthermore, it was established that both pre-service and in-service
teachers’ epistemological beliefs are in constant confrontation. This
situation makes it possible for initial or continuing training programs
to have an explicit and effective impact on their construction or
transformation, which in turn implies generating curricular reforms in
existing proposals. This research proposes some recommendations for
these circumstances.

INTRODUCCION

En la actualidad existe gran preocupacion por los bajos resultados
obtenidos por los estudiantes latinoamericanos en pruebas
internacionales de matematicas como la del Programa Internacional de
Evaluacion de Estudiantes (PISA, por sus siglas en inglés), o el
Estudio Internacional de Tendencias en Matematicas y Ciencias
(TIMSS, por sus siglas en inglés). En PISA 2012, todos los paises
latinoamericanos que participaron tuvieron un puntaje promedio
significativamente inferior al obtenido por los paises miembros de la
Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econdmico
(OCDE), siendo Colombia uno de los tres paises con mas bajo
desempefio (ICFES, 2013). En TIMSS 2007, tanto en cuarto como en
octavo grado, Colombia se ubicé dentro de los diez paises con mas
bajo desempefio (ICFES, 2010).

Son varios los factores que pueden explicar los bajos resultados de los
estudiantes 'y las diferencias entre ellos, como el nivel
socioeconémico, la ubicacion de las escuelas, la duracion de la
jornada escolar, los recursos, entre otras. Sin embargo, como lo afirma
Yang (2014) diferentes estudios han demostrado que la calidad de los
docentes influye significativamente en el rendimiento de sus
estudiantes. En el informe de resultados TIMSS 2007 se indica que a
mayor y mejor formacion de los docentes mas altos son los puntajes
obtenidos por sus estudiantes (ICFES, 2010), y una de las
recomendaciones que hace la OCDE para Colombia esta referida a
mejorar la calidad de los docentes (ICFES, 2013).
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Por otra parte, la UNESCO establece que:

Para poner fin a la crisis mundial del aprendizaje, los encargados de la
formulacién de politicas deben aumentar significativamente el nimero
de docentes y brindarles todas las oportunidades necesarias para que
dediquen su motivacién, su energia, sus conocimientos y las
competencias adquiridas durante su formacion a conseguir el maximo
rendimiento posible del aprendizaje de todos los nifios y jovenes.
(UNESCO, 2014, pag. 257)

Y propone como una de las cuatro estrategias para disponer de
mejores docentes Mejorar la formacion de los docentes para que todos
los niflos puedan aprender, sefialando que “La buena calidad de la
educacion depende de que se imparta a los maestros la mejor
formacion posible” (pag. 261).

En este sentido cabe preguntarse, para el caso particular de la
formacion de docentes de matematicas, ¢Qué significa formar
docentes de calidad? ;Qué es til que los futuros docentes aprendan?
¢ Qué deberia ensefiarse?, entre otras. Al respecto Hersh (1997) plantea
que la pregunta no es sobre qué matematicas se debe ensefiar sino
sobre ¢cual es la postura epistemoldgica que se tiene sobre qué son las
matematicas? ya que ésta afecta profundamente la préctica. Sefiala
ademas que saber matematicas significa hacer matematicas, es decir,
se requiere una buena formacion matematica.

Diferentes investigadores afirman que existe una relacion entre las
creencias que tienen los docentes acerca de naturaleza de las
matematicas y su ensefianza y aprendizaje (Thompson, 1984,1992;
Steiner, 1987; Ernest, 1989, Pajares, 1992; Artz y Armour-Thomas,
1999; Cross, 2009, 2015; Penn, 2012), es decir, dichas creencias
tienen influencia en la practica bien sea de manera implicita o
explicita. Estas conexiones pueden tener efectos positivos, pero
también negativos, especificamente en la capacidad y disposicion de
los docentes para probar y desarrollar nuevos enfoques, para
incorporar transformaciones en sus practicas y, para lograr que
reformas curriculares tengan éxito (Steiner 1987; Pepin, 1999; Handal
y Herrington, 2003; Cross, 2009, 2015; Pantziara, Karamanou y
Philippou, 2013).

La literatura muestra que las creencias epistemologicas de los
docentes de matematicas acerca de las matematicas, su ensefianza y
aprendizaje han sido formadas, a través de modelos de ensefianza que
han recibido incluso antes de realizar estudios formales en educacion
matematica (Cross, 2009) y que estan altamente influenciadas por los
conocimientos filos6ficos e histdricos que tengan los docentes o
futuros docentes sobre la matematica (Chassapis, 2007; White-
Fredette 2009; Charalambous, Panaoura y Philippou, 2009). Sin
embargo, estudios han evidenciado que en los programas de
formacion falta desarrollar en los futuros docentes un conocimiento
robusto y consistente de las filosofias de la matematica y la educacion
matematica, que los conduzca a adoptar nuevas nociones
epistemoldgicas sobre el conocimiento matematico (Flores, 1995,
Roscoe y Sriraman, 2011).

En este sentido, existe una tendencia filoséfica que muestra dos
paradigmas opuestos: el absolutismo y el falibilismo (Lerman, 1990).
En el primero, se considera que las matematicas son absolutas,
infalibles, incuestionables, se utiliza un lenguaje formal, no hay lugar
al error y o bien existen aparte en un mundo de ideas puras
(platonismo) o en la mente del creador (neoplatonismo) y se
descubren, o se crean a partir de sistemas logico deductivos
(instrumentalistas o formalistas) (Ernest, 1991, 1998). Esta vision de
la matematica tiende a estar relacionada con un enfoque para la
ensefianza que puede llamarse conductista centrado en el profesor que
posee e imparte conocimiento que debe ser asimilado, y en algoritmos
que deben ser mecanizados, lo que, en muchos casos, dificulta orientar
la ensefianza hacia la resolucion de problemas pues para ello se
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requiere un punto de vista de las matematicas flexible y abierto
(Steiner, 1987), aspectos que no son caracteristicos del formalismo.

En el segundo paradigma, se considera que la matematica es un
producto de la invencion humana, falible, corregible, que comparte
significados dentro de una comunidad (Davis, Hersh y Marchisotto,
2012; Hersh, 1997), que los conceptos matematicos no estan fijados
de manera permanente y pueden tener una historia de modificacion a
lo largo del tiempo (Lakatos, 1976b). Esta postura esta relacionada
con un enfoque del aprendizaje que puede llamarse constructivista,
que se centra en el estudiante, se basa en el uso de solucién de
problemas, se hace énfasis en el proceso y se incluyen aplicaciones del
mundo real (White-Fredette, 2009/2010). Al respecto Sfard, citada
por White-Fredette (2009/2010), sefiala que, en general, los
matematicos (puros) hacen parte del paradigma absolutista, los
investigadores en educacion

Matematica se inclinan mas por el falibilista, y, los docentes de
matematicas de educacion basica y media estan atrapados en el medio,
con una mayor tendencia al formalismo. Ademas, la perspectiva
falibilista no es una que impregne las creencias acerca de la naturaleza
de las matematicas de futuros profesores (Cooney, Shealy y Arvold,
1998), posiblemente tampoco las posiciones tomadas en los
programas de formacion.

De otra parte, varias investigaciones han documentado inconsistencias
entre las creencias que tienen los docentes sobre la matematica y sus
préacticas (Cooney 1985; Raymond 1997; Skott, 2009; Penn, 2012). En
todas ellas se hace énfasis en la importancia de que se realicen mas
investigaciones sobre esta linea porque los resultados, en general, no
se pueden generalizar ya que las creencias estan influenciadas por
contextos culturales. En coherencia con lo anterior, en el caso
colombiano en los estdndares basicos de competencias, se afirma que
las matematicas son consideradas “como un cuerpo de practicas y de
realizaciones conceptuales y linguisticas que surgen ligadas a un
contexto cultural e histérico concreto y que estdn en continua
transformacion y reconstruccion como otros cuerpos de practicas y
saberes” (MEN, 2006, pag. 47).

Se declara en los estandares que para lograr que los estudiantes sean
matematicamente competentes es necesaria la adopcion de un modelo
epistemologicamente coherente para lo cual se requiere que los
docentes, con base en las nuevas tendencias de la filosofia de las
matematicas, reflexionen, exploren y se apropien de supuestos sobre
las matematicas como los siguientes:

e Las matematicas son una actividad humana inserta en y
condicionada por la cultura y por su historia en la cual se utilizan
distintos recursos lingiiisticos y expresivos para plantear y
solucionar problemas (...). En la busqueda de soluciones y
respuestas a estos problemas surgen progresivamente técnicas,
reglas y sus respectivas justificaciones, las cuales son socialmente
decantadas y compartidas.

« Las matematicas son también el resultado acumulado y
sucesivamente reorganizado de la actividad de comunidades
profesionales (p 49).

Avanzar hacia la consolidacion de un modelo epistemolégicamente
coherente por parte de los docentes de matematicas requiere que
durante la formacion se haga un trabajo continuo que confronte las
creencias epistemoldgicas sobre la matemédtica y su ensefianza y
aprendizaje, que generé reflexion alrededor de las mismas y sobre sus
implicaciones en la practica (Flores, 1995; Cross, 2009; Roscoe y
Sriraman, 2011). Sin embargo, como lo sefiala Cross (2009) el cambio
o formacion de creencias epistemoldgicas debe ser un proceso
continuo de la conciencia, la confrontacion y la reflexion. Es posible
que los programas de formacion inicial sean capaces de comenzarlo,
pero otros factores como el entorno escolar y las comunidades a las
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que pertenecen los docentes son importantes para el éxito sostenido de
cualquier esfuerzo de cambio y, por tanto, deben estar participando de
experiencias que desafien sus creencias epistemoldgicas sobre la
matematica, su ensefianza y aprendizaje y que esto redunde en que
puedan ayudar a sus estudiantes a desarrollar significado y
comprensién (MEN, 2006; Charalambous, Panaoura y Philippou,
2009).

El recorrido anterior, muestra que es necesario lograr mayor
comprension sobre las creencias epistemoldgicas acerca de la
matematica, su ensefianza y aprendizaje que tienen docentes en
formacién y en ejercicio, la manera como se transforman y su
influencia en la practica, asi como el efecto que pueden tener
diferentes escenarios disefiados para desafiar dichas creencias al
tiempo que se profundiza en aspectos filosoficos, epistemoldgicos e
histéricos de la matematica, lo cual se constituye en el tema de esta
investigacion.

Con base en la descripcién anterior, en este estudio se plantea como
problema de investigacion ¢ Cuales son las creencias epistemolégicas
que tienen docentes de matematicas en formacion y en servicio acerca
de las matematicas y su ensefianza y aprendizaje y como se
transforman al incorporar experiencias de aprendizaje basadas en la
filosofia, la epistemologia y la historia de las matematicas?

Se precisa como objeto de estudio el proceso formativo de docentes
de matemdticas en formacion y en servicio para la direccion de la
ensefianza-aprendizaje de la matemética en la educacion bésica y
media.

La investigacion tiene como objetivo general

Describir las creencias epistemolégicas que tienen docentes de
matematicas en formacion y en servicio sobre la matematica y su
ensefianza y aprendizaje, y como se transforman al incorporar
experiencias de aprendizaje basadas en la filosofia, la epistemologia y
la historia de las matematicas para proponer cambios en los programas
de formacién encaminados a aportar en la consolidacion de las
creencias epistemoldgicas de futuros docentes.

Con los objetivos especificos siguientes:

» Describir las creencias epistemoldgicas que tienen docentes de
matematicas en formacion y en servicio acerca de la matematica,
su ensefianza y aprendizaje y la manera como se transforman al
incorporar experiencias de aprendizaje basadas en la filosofia, la
epistemologia y la historia de las matematicas.

» Describir la influencia que tiene en la préctica de docentes de
matematicas en servicio sus creencias epistemoldgicas acerca de la
matematica, su ensefianza y aprendizaje.

» Proponer recomendaciones para programas de formaciéon de
docentes de matematicas encaminadas a que los futuros docentes o
docentes en servicio desarrollen creencias y actitudes mas
productivas y coherentes hacia las matematicas, su ensefianza y
aprendizaje.

Estos objetivos hacen que esta investigacion tenga como campo de
accion La formacion epistemolégica y filoséfica sobre la matematica,
su ensefianza y aprendizaje de los estudiantes de Licenciatura en
Matematicas y de docentes en servicio.

Se concretan como las tareas de investigacion las siguientes:

1. Sistematizar el estado del arte y los fundamentos tedricos sobre
epistemologia de las matematicas y sobre creencias epistemolégicas
de docentes en formacion o en servicio acerca de la matemaética, su
ensefianza y aprendizaje, de modo que se constituyan en los soportes
tedricos para el desarrollo de la investigacion y el andlisis de los
resultados.
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2. Disefiar los instrumentos que se utilizaran para recabar la
informacion.

3. Disefiar e implementar un curso acerca de la filosofia y
epistemologia de las matematicas dirigido a desafiar las creencias
epistemoldgicas de futuros docentes de matematicas acerca de la
matematica, su ensefianza y aprendizaje.

4. Disefiar e implementar un curso sobre aspectos histéricos acerca
de las ecuaciones cuadraticas dirigido a docentes en servicio para
desafiar sus creencias epistemoldgicas acerca de la matematica, su
ensefianza y aprendizaje.

5. Analizar y sistematizar la informacién recogida para dar cuenta
del cumplimiento de los objetivos propuestos.

Se consideran como preguntas de investigacion, las siguientes:

1. ¢Cuales son las creencias epistemoldgicas que tienen docentes de
matematicas en formacion y en servicio acerca de la matematica, su
ensefianza y aprendizaje y como se transforman al incorporar
experiencias de aprendizaje basadas en la filosofia, la epistemologia y
la historia de las matematicas?

2. ¢Cuadl es la influencia que tiene en la practica de docentes de
matematicas en servicio sus creencias epistemoldgicas acerca de la
matematica, su ensefianza y aprendizaje?

3. ¢Qué elementos deben tenerse en cuenta para realizar cambios
significativos en programas de formacion de docentes de matematicas
encaminadas a que los docentes desarrollen creencias y actitudes mas
productivas y coherentes hacia las matematicas, su ensefianza y
aprendizaje y que éstas se fertilicen mutuamente?

Metodologia utilizada en la investigacion

Para abordar el problema propuesto se utilizé el enfoque cualitativo de
investigacion a través de una metodologia de estudio de casos en dos
fases. En la primera se trabajé con docentes en formacion, quienes
participaron de un curso sobre epistemologia y filosofia de la
matematica; en la segunda, con docentes en ejercicio, quienes
realizaron un curso alrededor de la historia de las ecuaciones
cuadréticas. Los dos cursos buscaban desafiar las creencias de los
docentes en formacidon y en servicio y propiciar escenarios de
reflexion. Para recolectar la informacion se disefiaron dos
cuestionarios  cerrados para indagar sobre las creencias
epistemologicas acerca de la matemética y sobre la ensefianza y
aprendizaje de las mismas. Con base en esta informacion se realizaron
entrevistas semiestructuradas a cada participante con el fin de indagar
sobre la justificacion y origen de las creencias sefialadas. Sobre la
metodologia se amplian aspectos esenciales en el capitulo 3.

Aportes

Los resultados obtenidos permiten identificar aportes tanto en lo
tedrico como en lo préctico en el campo de la educacién matematica y
la investigacion en la formacion del profesorado. Desde lo tedrico, que
se constituye en la novedad cientifica de la investigacion, se logrd
mayor comprension acerca de las creencias epistemoldgicas de
docentes de matematicas en formacion y en servicio sobre la
matematica, su ensefianza y aprendizaje, especificamente para el caso
colombiano del cual existe poca literatura. El estudio permitio tener
informacion sobre la posicion que asumen docentes de matematicas en
formacion y en servicio frente a las formas de justificacion del
conocimiento matematico, las fuentes de las cuales proviene dicho
conocimiento, la estructura y los limites del mismo. Se pudo
establecer que los docentes en formacion estdn en proceso de
construccion y consolidacion de sus creencias epistemoldgicas, y que
los docentes en servicio se han esforzado en construir una
epistemologia coherente entre la matematica y su ensefianza y
aprendizaje, pero persisten dificultades para lograrlo.
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Otro aporte tedrico esta relacionado con el impacto que tienen
experiencias de formacién, que incorporan de manera explicita
aspectos filoséficos, epistemoldgicos e historicos de las matematicas,
en las creencias epistemoldgicas de docentes en formacion y en
servicio. Finalmente se pudieron identificar recomendaciones para los
programas de formacion, encaminados a aportar en la consolidacién
de las creencias epistemologicas de docentes acerca de las
matematicas, su ensefianza y aprendizaje. En lo practico los aportes
principales son el curso realizado con docentes en formacion sobre
filosofia y epistemologia de la matematica y la educacién matematica,
que fue adaptado de un curso recibido por la autora de esta
investigacion en sus estudios doctorales; y el curso sobre un recorrido
historico de la ecuacion cuadratica. Argumentos mas amplios sobre
los aportes podran ser apreciados en conclusiones.

Estructura de la tesis

El documento esta conformado por la introduccion, cinco capitulos,
conclusiones, recomendaciones y las referencias bibliograficas. En el
capitulo uno se presenta el estado del arte, investigaciones
relacionadas con las creencias epistemoldgicas de docentes en
formacion y en servicio, la relacion con la filosofia, epistemologia e
historia de las mateméticas, referentes fundamentales para el
desarrollo del trabajo. En el segundo, se presenta el marco teérico y
referencial desde el cual se abordé el problema planteado. El tercer
capitulo presenta el enfoque y metodologia utilizada, los instrumentos
de recoleccion de informacién y las fases desarrolladas. También se
describen de manera detallada los cursos en los que participaron los
docentes en formacion y en servicio y la manera en que se concibieron
y disefiaron para que cumplieran con el objetivo de desafiar las
creencias de los participantes y generar espacios de reflexion. En el
capitulo cuatro se describen los resultados obtenidos con los docentes
en formacion y en servicio, se analizan sus creencias a partir de los
instrumentos y las entrevistas para identificar la fuente y justificacion
de las mismas, y se describen los cambios a lo largo de los cursos. En
el capitulo de discusion y analisis de resultados, el quinto, se analizan
los resultados encontrados, a la luz de las preguntas de investigacion
propuestos. En las conclusiones se da cuenta del cumplimiento del
objetivo general propuesto y se amplian los aportes tedricos y
practicos de la investigacion. En las recomendaciones se sefialan
nuevos caminos para desarrollar investigaciones orientadas a
enriquecer la comprension de las creencias epistemoldgicas sobre la
matematica, su ensefianza y aprendizaje de docentes en formacion y
en ejercicio y que permitan mejorar permanentemente los programas
de formacion. Al finalizar se presenta la bibliografia citada y se
incluyen los anexos mas importantes para el desarrollo del estudio.

1. ESTADO DEL ARTE

Diferentes estudios sefialan que existe una importante relacién entre
las creencias epistemoldgicas de los docentes acerca de la matematica,
su ensefianza y aprendizaje, y su influencia en la préctica. Las
investigaciones muestran que en general, la relacién es compleja
(Thompson, 1984, 1992); puede tener efectos negativos en la
capacidad y disposicion de los docentes para probar y desarrollar
nuevos enfoques (Steiner, 1987) y por tanto en el éxito de las reformas
curriculares (Handal y Herrington, 2003); y que han sido formadas a
través de modelos de ensefianza de otros docentes, generalmente de
educacion basica y media, con poca influencia de los estudios
universitarios (Cross, 2009).

Otros estudios muestran que las creencias de los docentes acerca de la
matematica, su ensefianza y aprendizaje estan altamente influenciadas
por sus conocimientos y posturas filoséficas sobre la matematica y
con su  historia (Chassapis, 2007; White-Fredette, 2009;
Charalambous, Panaoura y Philippou, 2009). Los estudios
considerados sefialan la importancia de que docentes en su formacion
inicial y continua participen en espacios de formacidn, a través de los

cuales reflexionen de manera explicita sobre sus creencias
epistemoldgicas sobre la matematica, su ensefianza y aprendizaje, y el
impacto que puede tener en la practica, de manera que consoliden
creencias mas productivas sobre la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas.

Por lo sefialado estudiar las creencias epistemolégicas de los docentes
acerca de las matematicas y su ensefianza es un area fértil de
investigacion, en la cual se requieren muchas mas propuestas.

2. MARCO TEORICO Y REFERENCIAL

La epistemologia es el estudio del conocimiento y de la creencia
justificada. El conocimiento como creencia justificada esta referido a
determinar las condiciones necesarias y suficientes para que la
creencia exista, la justificacion tiene como papel central garantizar que
la creencia no se debe al azar. Las creencias epistemoldgicas han sido
conceptualizadas de manera multidisciplinaria, ya que las personas
tienen creencias diferentes sobre los distintos aspectos del
conocimiento: de dénde proviene (fuente u origen); si es certero e
inmutable o evoluciona (estabilidad); y, si es simple y aislado o
complejo e integrado (estructura) (Buehl y Fives, 2009).

Estos tres aspectos fueron considerados para el desarrollo de este
estudio y también las posturas epistemologicas acerca de las
matematicas, en las que se sefiala que la matemaética es un producto de
la invencion humana, falible, que comparte significados dentro de una
comunidad, cuya area principal de trabajo es resolver problemas, y se
modelan los elementos y argumentos de su desarrollo (Lakatos (1976),
Hersh (1997), Pélya (1965)).

Para Lakatos el formalismo desconecta la filosofia de las matematicas
de la historia de las matematicas, puesto que, de acuerdo esa
concepcion las matematicas no tienen propiamente historia, y sefiala
que eso es un error, puesto que la historia y la filosofia de las
matematicas no pueden y no deben ser tratadas de manera aislada. En
su obra

Pruebas y Refutaciones, Lakatos busca poner en duda el formalismo
como caracterizacion valida del conocimiento matematico y mostrar
que las mateméticas informales y cuasi-empiricas se desarrollan
mediante una incesante mejora de conjeturas, a través de la
especulacion y la critica, y no, como resultado de un monétono
aumento de teoremas indubitablemente establecidos.

Hersh (1997) adopta la idea del matemético en ejercicio, es decir, para
saber matematicas hay que hacer matematicas, lo cual implica que es
necesario proponer a los estudiantes situaciones que les permita
razonar, desarrollar pensamiento creativo, descubrir, inventar,
comunicar ideas y probarlas a través de la reflexion critica y la
argumentacion. Esta vision esta en contraposicion de posturas en las
que el dominio de los significados ya establecidos para los conceptos
y de los procedimientos es el objetivo central de la instruccion, que
enfatiza desarrollar el entendimiento matematico mas que el
pensamiento matematico del estudiante.

Para Polya (1965) los docentes tienen una gran oportunidad para
poner a prueba la curiosidad de los estudiantes y despertarles el gusto
por el pensamiento independiente colocando el énfasis del trabajo en
el aula en la solucion de problemas, y sefiala que la desperdiciaran si
se centran en ejercitar a los estudiantes en operaciones rutinarias.

3. METODOLOGIA

Este estudio utiliza un enfoque cualitativo y como metodologia de
investigacion el estudio de caso. Se realiz en dos fases, en la primera,
seis docentes en formacidn de la Licenciatura en Mateméticas de la
Universidad Antonio Narifio participaron del curso “Epistemologia y
Filosofia de las matematicas y la Educacion Matematica”. En la
segunda, tres docentes en ejercicio participaron en el curso “Recorrido
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histérico sobre la solucion de ecuaciones cuadraticas”. Los cursos
fueron disefiados con énfasis en la epistemologia, la filosofia y la
historia de las matematicas, y tuvieron un componente de trabajo en
solucion de problemas a través de conjeturas. El proposito principal
era, a través de los temas propuestos en cada uno, las lecturas
seleccionadas, el material elaborado y los trabajos propuestos, desafiar
a los participantes sobre sus creencias epistemolégicas acerca de las
matematicas, su ensefianza y aprendizaje de modo que hicieran un
proceso permanente de reflexion.

Se disefiaron dos cuestionarios cerrados con el fin identificar posturas
de tipo absolutista o falibilista sobre las creencias epistemolégicas
acerca de las matematicas; y por otra parte, posturas tradicionales o
constructivistas sobre la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.
Para el disefio se tomaron como referentes instrumentos utilizados en
otras investigaciones (Walker, 2007; Penn, 2012) y se hizo un proceso
de validacién mediante juicio de expertos.

Con base en la informacion de los cuestionarios se realizaron
entrevistas semiestructuradas a cada participante para indagar sobre la
justificacion y origen de las creencias sefialadas. Los participantes
respondieron los instrumentos al comienzo y al final del curso y
presentaron igual numero de entrevistas. También se hicieron
preguntas relacionadas con el impacto de su formacion de pregrado en
la formacion de sus creencias, la manera en que desarrollan una clase
y, al finalizar, sobre la percepcion del curso realizado. Los docentes en
formacién presentaron propuestas de aula para la ensefianza de las
ecuaciones cuadraticas, las cuales también se constituyeron en
instrumentos de recoleccion de informacion. Con los instrumentos
cerrados se determind, en cada aplicacion, la postura epistemolégica
reportada por cada participante, si estaba claramente definida o la
tendencia que pudo observarse. Para ello se hizo un andlisis del
numero de afirmaciones de cada postura, falibilista/absolutista o
constructivista/tradicional, con las que cada participante se identifico.
Para determinar los cambios de postura entre la primera y la segunda
aplicacion, teniendo en cuenta que los instrumentos cerrados tenian
una escala de graduacion de 1 a 5, se considerd que hubo un cambio
significativo de creencia si el valor absoluto de la diferencia entre los
valores marcados era igual o mayor a dos. Las entrevistas fueron
transcritas y se utilizaron en la descripcion del perfil de cada
participante, para sefialar los argumentos dados acerca de sus
creencias epistemolégicas o de los cambios sefialados entre una y otra
aplicacion, y para contrastar la influencia de las creencias reportadas
con la propuesta de aula presentada, la cual se analiza y se describe
para cada docente.

4. RESULTADOS: UNA MIRADA A LAS CREENCIAS
EPISTEMOLOGICAS DE DOCENTES EN FORMACION Y EN
SERVICIO

En este capitulo se presenta una descripcion acerca de las creencias
epistemoldgicas sobre la matemética, su ensefianza y aprendizaje
identificadas para cada uno de los futuros docentes de matematicas y
para cada uno de los docentes en servicio del curso que hicieron parte
del estudio, los cuales se identificaron como Enrique, Yeny, Edwin,
Jairo, Lucia y Yadira; y como John, Myriam y Francisco,
respectivamente. Adicionalmente para cada uno se describen algunos
aspectos generales sobre su formacion, experiencia docente y el
impacto en la formacién de las creencias reportadas. Se incluyen
aspectos sobre las apreciaciones del curso en el que cada uno participd
y el posible impacto que pudo tener en la formacion o consolidacion
de sus creencias. En el caso de los docentes en formacion se describe
también la propuesta presentada para la ensefianza de las ecuaciones
cuadraticas.

Los tres docentes en servicio, John, Myriam y Francisco se
identificaron, desde el comienzo, con una postura falibilista acerca de
las matematicas y constructivista frente a su ensefianza y aprendizaje,

la cual mantuvieron hasta el final, aunque se pudo evidenciar que al
mismo tiempo estan de acuerdo con algunas afirmaciones totalmente
contrarias.

A través de algunas de las preguntas hechas durante las entrevistas se
pudo observar que los tres docentes muestran una fuerte inclinacion a
ver la matematica desde el punto de vista formalista, aunque
afirmaron que eso no se relaciona con su practica docente. En el caso
de los docentes en formacion, al inicio no se pudo identificar una
postura clara de Enrique ni de Jairo acerca de sus creencias
epistemoldgicas y Yadira cambi6 de absolutista a falibilista. Y sobre
la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, Yadira no se identifico
con ninguna tendencia al comienzo del curso. Los demas estudiantes
aunque se identificaron desde el inicio con posturas falibilista y
constructivista, que fueron consolidando, también sefialaron,
especialmente en la primera aplicacion de los instrumentos, algunas
posturas contrarias.

Se observo durante las entrevistas, que los docentes en formacion,
tenian dificultad para argumentar las creencias sefialadas, por lo que
las cambiaban aparentemente para no dar explicaciones; esa fue la
constante en el caso de Enrique. Los docentes en servicio siempre se
mostraron seguros durante las entrevistas, y aunque, algunas creencias
podian ser contrarias a la postura identificada argumentaban sobre ella
con mucha propiedad. Todos los participantes sefialaron que se
sintieron impactos por aspectos abordados en los cursos y que
consideran fundamentales para su ejercicio docente. Por ejemplo,
Enrique dijo en la entrevista final, que le gustaria hacer cosas nuevas
con sus estudiantes, que ellos sean mas protagonistas de su
aprendizaje, que participen y trabajen por cuenta propia, pero sefiala
una presion por cumplir con los contenidos establecidos y que eso no
se lo permite. El también muestra preocupacion por seguir ensefiando
de manera tradicional, diciendo que debe trabajar al respecto y que en
su trabajo de grado, que iniciara el siguiente semestre, lo va a intentar.

Jairo dice que durante el curso tuvo sus propias crisis, considera que
fue innovador, que se logré articular lo tedrico con lo practico y lo
disciplinar con lo pedagdgico. Sefial6 que generalmente la matematica
va por una parte y la pedagogia por otra. Y Yadira, dijo que el curso le
permiti6 reflexionar sobre como esta ensefiando, si lo que hace en el
aula es mas de tipo formal o si, por el contrario, lo hace de manera
mas cuidadosa y se tiene en cuenta el anverso y reverso de las
matematicas, y la historia de las matematicas.

Sobre las propuestas presentadas por los docentes en servicio para la
ensefianza de las ecuaciones cuadraticas, John sefiald que siempre ese
tema lo empezaba sefialando la forma general que tiene ese tipo de
ecuaciones, con énfasis en procesos algoritmicos, y que sélo hacia
algunas aplicaciones al finalizar el tema; en contraste, presentd una
situacion problema abierta para que, con uso de material didactico, los
estudiantes pudieran trabajar y proponer alternativas. Sin embargo, se
observd que John tuvo dificultades con el manejo adecuado del
material utilizado. Por su parte, Myriam aunque sefialé que espera que
los estudiantes aprendan a razonar, que considera importante que
sepan conceptos para que los usen como herramientas al resolver
diferentes situaciones, present6 una clase esencialmente tradicional, a
pesar de intentar realizar un dialogo al estilo de Lakatos, lo que se
muestra a través del mismo, es un estudiante siguiendo instrucciones
dadas por el docente, de tipo algoritmico para resolver una ecuacion.
Francisco propuso cuatro actividades, cada una disefiada para un
grado diferente, centrada en buscar que el estudiante pudiera descubrir
y el docente fuera un mediador que a través de preguntas va
orientando la actividad.

5. ANALISIS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

Este capitulo tiene como objetivo analizar de manera detallada los
resultados para dar respuesta al problema de investigacion propuesto
¢Cudles son las creencias epistemoldgicas que tienen docentes de
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matematicas en formacion y en servicio acerca de las matematicas y
su ensefianza y aprendizaje y cémo se transforman al incorporar
experiencias de aprendizaje basadas en la filosofia, la epistemologia y
la historia de las matematicas?

Para abordar el problema, éste se dividié en tres preguntas. La primera
relacionada con las creencias epistemolégicas que tienen docentes de
matematicas en formacion y en servicio acerca de la matemética, su
ensefianza y aprendizaje, la manera como se estructuraron y como se
transforman al incorporar experiencias de aprendizaje basadas en la
filosofia, la epistemologia y la historia de las matematicas. En la
Figura 1 se muestra la postura identificada, a partir de los
instrumentos, para cada participante al inicio y al final de cada curso.
Se ejemplifica con la magnitud y direccion del vector, la posicién
inicial y final, y los cambios reportados.

Figura 1. Creencias epistemoldgicas de docentes en formacion y en
servicio sobre las matematicas, su ensefianza y aprendizaje, reportadas
al comienzo y al final de cada curso. (En negro docentes en
formacidn; en azul docentes en servicio).
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Se evidenci6 que los docentes en servicio reportan posturas definidas
y coherentes entre si. En contraste, las reportadas por los docentes en
formacién son mas tentativas, pues los cambios en las respuestas
dadas a los puntos de los instrumentos revelan que se encuentran en
proceso de construccion o consolidacion. Sobre la estructuracion de
las creencias, los docentes en servicio expresan con claridad que su
formacion formalista en el pregrado y su experiencia docente, han
sido los aspectos que les han aportado. Para los docentes en servicio
fue positivo e importante el haber recibido en el pregrado una
formacion matematica rigurosa, de corte formalista, a través de las
asignaturas disciplinares, esto es, las que orientaban los matematicos
puros. Pero, al mismo tiempo, sefialan las dificultades que han tenido
que superar para su ejercicio docente, pues al comienzo las creencias
formadas sobre la matematica en el pregrado, orientadas al
formalismo, eran un obstéculo, en lugar de un apoyo, para su trabajo
de aula.

Por su parte, los docentes en formacion, hicieron referencia a su
formacion en el colegio, a la forma de ensefiar de sus docentes y
también a su experiencia docente, hablando muy poco de su
formacién universitaria. Todos los docentes en formacién y en
servicio hicieron referencia al impacto del curso, especialmente por el
estudio de la obra de Lakatos y los aportes de Davis y Hersh,
especialmente con su reflexion acerca del anverso y el reverso de las
matematicas.

Se observo que todos los estudiantes en formacién tuvieron cambios
importantes, el curso les ayudd en la formacion de sus creencias, las
cuales siguen en proceso de consolidacion; y, aunque los docentes en
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servicio tienen aparentemente mas consolidadas sus creencias también
estan abiertos a ampliarlas y a incorporar nuevos elementos. Se
observo que los docentes en servicio, a partir de su formacion y
experiencia docente, han hecho una distincién entre la matematica en
si y la matematica escolar y parece que se sienten comodos con esta
dualidad, o contradiccién, y con la practica docente que realizan.

De otra parte, los hallazgos muestran que algunos docentes en
formacion y en servicio han construido un sistema de atenuantes, por
ejemplo el curriculo y los textos que se les han impuesto, para
justificar la contradiccion entre lo que reportan son sus creencias
frente a la ensefianza y aprendizaje de la matematica y lo que suelen
hacer en el aula, y también parecen estar cémodos frente a esa
situacién. Se pudo evidenciar que el incorporar experiencias de
aprendizaje basadas en la filosofia, la epistemologiay la historia de las
matematicas, en las cuales se generan espacios implicitos, pero
especialmente explicitos para que los docentes en formaciéon y en
servicio reflexionen sobre sus creencias epistemolégicas acerca de la
matematica, su enseflanza y aprendizaje, ayuda a la formacion,
transformacion o consolidacion de las mismas, lo cual se correlaciona
con lo presentado en otros estudios (Flores, 1995; Cooney, 1994;
Charalambous, Panaoura y Philippou, 2009; White-Fredette, 2009).

La segunda pregunta de investigacion indagaba por la influencia que
tiene en la practica de docentes de mateméticas en servicio sus
creencias epistemoldgicas acerca de la matematica, su ensefianza y
aprendizaje. Los resultados observados con los tres docentes en
servicio que participaron en la investigacion, muestran que a pesar de
haber sefialado, a través de los instrumentos cerrados, posturas
aparentemente claras y alineadas frente a la matemética y su
enseflanza y aprendizaje, persisten algunas contradicciones vy
dificultades para romper con posturas formadas durante los estudios
universitarios, y probablemente desde antes, y avanzar en una
verdadera articulacion de sus creencias, que se refleje de manera
efectiva en su ejercicio docente.

Finalmente, la tercera pregunta de investigacion propuesta estaba
orientada a presentar recomendaciones para los programas de
formacion encaminados a que ayuden a los futuros docentes a
desarrollar creencias y actitudes mas productivas hacia las
matematicas y su ensefianza y aprendizaje. Con base en los resultados
del estudio y lo sefialado por otras investigaciones, lo deseable para
los programas de formacion es construir una propuesta curricular en la
cual se articulen la historia, la filosofia y la epistemologia de la
matematica como hilos conductores para el estudio de la matemética
y, a través de ese conocimiento profundo, se consolide un trabajo
intensivo en solucién de problemas que sea el puente entre la
matematica como disciplina cientifica y la matematica escolar, como
subconjunto que es de la matemética elemental. Sobre este aspecto se
requiere mas investigacion.

CONCLUSIONES

Este estudio permitié conocer las creencias epistemoldgicas de
docentes de mateméaticas en formacion y en servicio desde la
perspectiva de los seis docentes en formacion, y de los tres docentes
en servicio que hicieron parte del estudio. Se pudieron identificar
aspectos sobre la manera como se han ido estructurando, asi como los
cambios que pueden tener cuando participan en diferentes cursos de
formacién, los cuales buscaban de manera explicita desafiar sus
creencias. Esto se constituye en un aporte importante de este estudio,
especialmente para el caso colombiano, del cual existe poca literatura.

Los hallazgos de esta investigacion se correlacionan con otros de este
tipo en el ambito internacional. Se identificd una dualidad en los
docentes en servicio, a saber, la diferencia que establecen entre la
matematica como disciplina cientifica y la matematica escolar.
Indicaron que sus creencias epistemoldgicas sobre la matematica,
formadas durante sus estudios de pregrado y de corte formalista, no



CREENCIAS EPISTEMOLOGICAS DE DOCENTES DE MATEMATICAS EN FORMACION Y EN SERVICIO. UN ESTUDIO DE CASOS PARA PROPONER CAMBIOS EN LOS

PROGRAMAS DE FORMACION - (EM054)

tienen relacion con su trabajo de aula, ni con sus creencias sobre la
ensefianza y aprendizaje de la matematica. Sin embargo, se pudo
evidenciar que si existe un fuerte vinculo. Esta dualidad no se ha
identificado de esta manera en otros estudios, a pesar de que si existen
investigaciones que hacen referencia a la desalineacion de las
creencias de docentes de matematicas sobre la matematica y sobre su
ensefianza y aprendizaje.

Otro resultado del estudio, que a la vez se constituye en un aporte en
si mismo, es la contribucion que, a través de los dos cursos que se
realizaron, se hizo a la formacion, consolidacion o construccion de
creencias epistemologicas sobre la matematica, su ensefianza y
aprendizaje de los docentes en formacion y en servicio que
participaron en la investigacién. Los cursos disefiados y realizados
para esta investigacion, generaron en los nueve participantes
inquietudes que les permitieron reflexionar, de manera explicita, sobre
sus creencias y su impacto o posible impacto en sus practicas. Los
cursos incorporaron de manera explicita aspectos epistemoldgicos,
filosdficos e histdricos, asi como un componente para el trabajo en
solucion de problemas. Estos aspectos son sefialados por diferentes
investigaciones como relevantes para la construccion y consolidacion
de creencias, pero en general, en la literatura se encuentran
investigaciones que han abordado de manera especifica solamente uno
de esos aspectos.

Los  resultados encontrados  permitieron  hacer  algunas
recomendaciones para los programas de formacién inicial y continua,
de modo que puedan incorporar cambios en sus disefios curriculares
encaminados a que los docentes en formacidn o en servicio consoliden
creencias mas productivas sobre la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas, y de ese modo las reformas curriculares que se vienen
proponiendo desde comienzos del siglo XXI enfocadas al desarrollo
de competencias en los estudiantes puedan tener mayor éxito del que
hasta ahora se ha evidenciado a través de las diferentes pruebas
nacionales e internacionales que presentan los estudiantes
colombianos.

Se puede concluir, con base en este estudio y los referentes
considerados, que:

» Las creencias epistemoldgicas sobre la matematica, su ensefianza
y aprendizaje que tienen los docentes de mateméticas tienen
influencia en la

« préctica docente y, por tanto, en el éxito de reformas curriculares,
bien sea de manera explicita o implicita.

» La estructuracion de dichas creencias proviene de diferentes
fuentes, la practica docente es una de las principales, también lo
son modelos observados por los docentes, incluso desde antes de
su formacién en la universidad, y la formacion misma, la cual
tiene efectos no del todo positivos para el futuro ejercicio docente.

« La formacion y consolidacion de las creencias requiere un trabajo
intensivo, especialmente, desde los programas de formacion, para
que ayuden a futuros docentes a construir creencias mas
productivas hacia la ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Es necesario que en los programas de formacion inicial y continua se
incorporen, a lo largo de la formacion, experiencias explicitas que
hagan a los futuros docentes confrontar y reflexionar
permanentemente sobre sus creencias, las cuales deben tener como
hilos conductores aspectos epistemoldgicos, filosoficos e historicos de
la matematica, y a través de las cuales el trabajo en solucién de
problemas pueda ser el puente entre la matematica como disciplina
cientifica y la matemética escolar. Por todolo descrito, se puede
concluir que los objetivos propuestos se cumplieron y que las
preguntas de investigacion no solo guiaron adecuadamente la
investigacion, sino que todas fueron respondidas en total coherencia
con los objetivos de la misma.

RECOMENDACIONES

Este trabajo permitié conocer mas sobre las creencias epistemoldgicas
de docentes de matematicas en formacion y en servicio acerca de la
matematica y su ensefianza y aprendizaje; y sobre la forma en que se
transforman, especialmente para el caso colombiano, donde la
literatura al respecto es escasa. En este sentido, se espera que esta
investigacion provoque nuevos estudios que permitan tener una mayor
y mejor comprension sobre el sistema de creencias y que se puedan
utilizar para introducir mejoras o reformas en programas de formacion
docente inicial y continua y eso a su vez redunde en el desarrollo de
competencias matematicas en nifios y jovenes. Este trabajo también
puede ser un referente para las autoridades educativas del pais,
especialmente para incorporar estrategias que permitan que las
reformas curriculares propuestas tengan mayor impacto.

A continuacion se presentan algunas recomendaciones para los
programas de formacion y para futuros estudios y para las autoridades
educativas en Colombia.

En primer lugar, teniendo en cuenta lo complejo que es el sistema de
creencias, es necesario desarrollar nuevos disefios metodolégicos que
permitan informar con mayor precision las creencias epistemoldgicas
sobre la matematica, su ensefianza y aprendizaje que tienen docentes
en formacion, en servicio y docentes formadores, y la coherencia entre
éstas. Otros estudios pueden estar orientados a definir nuevas y méas
precisas categorias sobre las creencias de docentes en formacion y en
servicio, acorde con las tendencias actuales y de vanguardia en
educacion matematica y el impacto que éstas generan a su vez en el
desarrollo de competencias matematicas de sus estudiantes.

Es recomendable hacer estudios longitudinales que reporten las
creencias que tienen docentes en formacion cuando empiezan su
programa, la forma en que se van transformando o consolidando a
medida que avanzan en el mismo, el impacto que puede tener el
proceso de préctica docente, y contrastar con las creencias que
reportan al finalizar el programa. Este tipo de estudios puede dar
informacion importante para analizar la pertinencia lograda por los
programas de formacion.

En coherencia con lo anterior, es necesario realizar nuevas
investigaciones para conocer sobre las creencias epistemoldgicas
acerca de la matemética, su ensefianza y aprendizaje de docentes en
servicio, la alineacion entre éstas y la coherencia que tienen con los
fines de la educacidn matematica. Especialmente con docentes
vinculados a diferentes tipos instituciones, de caracter publico y
privado, urbano y rural, incluso con docentes que no se formaron para
ser docentes de matematicas pero que si ejercen esa profesion. En
estos estudios se pueden incluir andlisis que permitan determinar si
existe algun tipo de correlacion entre las creencias reportadas por los
docentes y sus afios de experiencia, o entre las primeras y los
resultados de sus estudiantes en pruebas de matematicas de caracter
nacional o internacional. Incluso se hace pertinente estudiar la
influencia que pueden tener las creencias de docentes de matematicas
en sus propios estudiantes.

Por otra parte, y teniendo en cuenta, que uno de los hallazgos de este
estudio hace referencia a la necesidad de hacer de la historia, la
filosofia y la epistemologia de las matematicas hilos conductor en los
programas de formacion, se requiere investigacion sobre maneras de
hacerlo, qué tipo de nuevos materiales y metodologias se requieren
disefiar e implementar y ver el impacto que pueden tener. El
conocimiento profundo y continuo de la historia, la filosofia y la
epistemologia de las matematicas, debe permitir a los programas de
formacion y a sus egresados ir mas alla, y en coherencia con la
formacion de creencias mas productivas hacia la matematica y su
aprendizaje, debe servir para cuestionar lo que se ha establecido debe
ser la educaciéon matematica de nifios y jovenes, sus fines, argumentar

ACTA SIMPOSIO DE MATEMATICAS Y EDUCACION MATEMATICA — N° 2, Vol. 4, p. 1-86, 2017, ISSN 2346-3724



CREENCIAS EPISTEMOLOGICAS DE DOCENTES DE MATEMATICAS EN FORMACION Y EN SERVICIO. UN ESTUDIO DE CASOS PARA PROPONER CAMBIOS EN LOS

PROGRAMAS DE FORMACION - (EM054)

si es lo pertinente 0 no, y en su defecto liderar la construccion de
curriculos méas retadores.

En articulaciéon con esto, se requiere investigacion que aborde las
preocupaciones sefialadas tanto por docentes en formacion como en
servicio sobre la presion que sienten por cumplir con un listado de
temas previamente establecidos, y que sefialan como una causa para
no incorporar nuevas tendencias en el proceso de aprendizaje de las
matematicas. Es decir, es necesario hacer estudios que muestren,
como lo mencionan otras investigaciones, la importancia de trabajar
de manera explicita las creencias de los docentes para el éxito en la
incorporacion de reformas curriculares.

Finalmente se requieren estudios que muestran también cuales son las
creencias que tienen los formadores de formadores y que se indague
sobre las creencias que los programas de formacién esperan que sus
estudiantes construyan o consoliden y las estrategias establecidas en
su disefio curricular para lograrlo.

En relacion con las autoridades educativas en Colombia, este estudio
muestra que es necesario que el Ministerio de Educacion Nacional
trabaje de manera articulada con los programas de formacion inicial y
continua de docentes de matematicas, de modo que se construya un
plan a largo plazo, que permita realmente transformar la educacion
matematica en Colombia, tomando como punto de partida ejemplos a
nivel internacional, pero sin desconocer la importancia de los
contextos culturales ya que no se trata de replicar lo que se hace en
otros paises.

Los lineamientos curriculares y los estdndares bésicos de
competencias matematicas, propuestos hace ya mas de 15 afios,
tuvieron mensajes importantes, pero esta visto que no han tenido el
impacto que se esperaba y que no incorporan suficientes elementos
que ayuden a los docentes a construir una epistemologia coherente,
como lo sefialan. Es necesario revisar estos documentos e incorporar
cambios que hagan visible que lo importante no es cumplir con un
extenso listado de temas sino desarrollar el pensamiento matemético
en nifios y jovenes. Para ello se requiere un gran acompafiamiento a
los docentes en servicio, que les ayude a implementar los cambios que
se proponen y debe ser en alianza con los programas de formacion,
para que también desde alli se articule con las propuestas curriculares.
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Resumen

El proposito de esta investigacion es la construccion de significado
robusto del concepto de &rea y la caracterizacion del pensamiento
geométrico involucrado, en los estudiantes de grado sexto de los
Colegios: Antonio Narifio sede Usme, Liceo Fesan, el Bosque
Bilingue y Tibabuyes Universal 1.E.D. Se disefiaron once actividades,
las que se implementaron a 176 estudiantes. En el proceso de solucién
de cada problema planteado, los estudiantes comienzan a construir el
concepto de area utilizando su pensamiento geométrico
operacionalmente, a partir de elementos bésicos de la geometria
griega.

Para las actividades se propone un conjunto de problemas bajo la
estructura de las competiciones matematicas, frente a los cuales, los
estudiantes  ofrecen estrategias que les permite realizar
transformaciones a las figuras geométricas por medio de acciones de
descomposiciones, recomposiciones y comparaciones. Las actividades
disefiadas propician que los estudiantes lleguen a deducir férmulas
aritméticas para calcular el area de diferentes figuras geométricas.
La implementacion de cada una de las actividades y los resultados
obtenidos en las entrevistas, permitié evidenciar las estrategias
utilizadas por los estudiantes en el proceso de solucion de los
diferentes problemas, para constatar los elementos que caracterizar
el pensamiento geométrico involucrado con respecto al concepto de
area.

Abstract

The purpose of this research is the construction of robust meaning of
the concept of area and the characterization of the geometric thinking
involved in sixth-grade students of four different schools. The schools
were chosen to include students from varying socio-economic levels
as well as both public and private schools. The participating schools
were: Colegio de la Universidad Antonio Narifio in Usme, Liceo
Feéan, Colegio El Bosque Bilinglie and Colegio Tibabuyes Universal
.E.D. Twelve activities were designed, which were implemented with
176 students. In the process of solving every problem posed, students
begin to build the concept of area using their geometric thinking
operationally, following the approach of classic elements of Greek
geometry.

A series of activities was designed to allow the students to approach
problems of area from an essentially geometric perspective. For each
of the activities a set of problems, either taken from or similar to the
non-routine or challenging problems found in popular mathematics
competitions, is proposed. Working in groups, students offer their own
strategies of solution using transformations to the geometric figures
through actions of decomposition, recomposition and comparison,
gradually constructing the concept of area. The activities designed
also propitiate that students arrive, through similar means of
decomposition and recomposition, at arithmetic formulas to calculate
the area of different geometric shapes. The implementation of each of
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the activities and the results obtained in the interviews of a random
sample of students, allowed evidence to be compiled concerning the
strategies used by the students in the process of resolution of the
different problems and to ascertain elements that characterize the
geometric thinking involved in the construction of meaning for the
concept of area.

INTRODUCCION

La geometria es una de las ramas de la mateméatica con mayor
presencia en la naturaleza y en la vida. En la actualidad, se realizan
investigaciones concernientes al proceso de ensefianza-aprendizaje de
la geometria y el desarrollo del pensamiento geométrico. Algunos de
estos estudios se enfocan en la realizacion de unidades didacticas,
métodos de ensefianza, uso de recursos informaticos, entre otros, para
mejorar la comprension, desempefio y desarrollo del pensamiento
geométrico de los estudiantes.

Dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje de la geometria se
evidencian varias debilidades. Una primera de ellas es la manera en
que en general se suele plantear el quehacer instructivo en el salon de
clases, donde el profesor da importancia sélo al reconocimiento
(abstraccion de algunas de las propiedades) de las figuras geométricas

y memorizacion de férmulas para calcular areas, volimenes,
perimetros, entre otras; con un tratamiento y orientacion como éste no
se contribuye al desarrollo del pensamiento geométrico del estudiante.

Con respecto a las investigaciones, algunas de éstas se dedican a
mejorar el proceso de ensefianza-aprendizaje de la geometria. Estos
trabajos no mencionan de qué manera se puede enfocar el aprendizaje
para que los estudiantes construyan significado robusto de los
conceptos geométricos, y especificamente para el que nos interesa en
la presente tesis, el de area, de tal forma que el proceso de aprendizaje
sea perdurable. Por ejemplo, las unidades didacticas que se elaboran
en el contexto de varias investigaciones contintan con la formulacion
de ejercicios en lugar de problemas de corte no rutinario, como los
problemas de competiciones matematicas, practica que
institucionaliza el aprendizaje como adquisicion de definiciones,
métodos y procedimientos.

En el tema de area, se sigue dando importancia a las formulas y su
céalculo por medio de ellas, circunscribiendo el trabajo a la aritmética,
en lugar de dar oportunidad a los estudiantes a potencializar su
pensamiento y autonomia en la construccion de significado
geométrico para este concepto. El proceso desarrollado de esta Gltima
forma permitiria la resolucion de problemas no rutinarios enfocados a
una amplia gama de situaciones incluyendo problemas pertinentes a la
vida cotidiana.

Frente a esta situacion, se ve la importancia de tener en cuenta la
investigacion de Pérez (2011)%, que versd sobre la construccion de
significado para el concepto de area de algunas figuras geométricas
planas, dirigida a estudiantes de grado sexto. Con la motivacion de
continuar con este proceso de investigacion, se pretende seguir
explorando el desarrollo del pensamiento geométrico y las
condiciones, actividades y practicas pertinentes para llegar a construir
significado robusto para el concepto de area y caracterizar el
pensamiento geométrico involucrado.

En efecto, el enfocarse en el desarrollo del pensamiento geométrico,
sin precisar o caracterizar dicho pensamiento, ocupa a muchas
investigaciones internacionalmente y ha sido tratado en numerosos
eventos, tales como los Congresos Internacionales de Educacion

1 Pérez, D. (2011). Diserio, aplicacidn y evaluacion de un sistema de
actividades para la construccion de significado del concepto de drea, en una
comunidad de prdctica para sexto grado. Tesis de maestria en Educacién
Matematica, Universidad Antonio Narifio, Bogota, Colombia

Matematica (ICME 1995 hasta 2012), las Conferencias
Interamericanas de Educacion Matematica (CIAEM o IACME 1961,
1987 y 1995), las Reuniones Latinoamericanas de Matematica
Educativa (RELME), los Congresos Iberoamericanos de Cabri
(IBEROCABRI) y los Congresos de la Sociedad Colombiana de
Matemética (SCM).

Las investigaciones acerca del desarrollo del pensamiento geométrico
se reflejan en las siguientes tendencias, y los investigadores que las
adelantan.

1. Trabajos cuyo interés radica en la validacién del conocimiento
geométrico y centran su atenciéon en las concepciones de los
estudiantes acerca de como se valida éste. En este sentido se destacan:
Krygowska (1980); Hanna (1991), Holowey (1969).

2. La preocupacion por el razonamiento espacial, como elemento
esencial del pensamiento cientifico, que agrupa varias lineas de
investigacion, como aquellas que intentan establecer relaciones entre
el pensamiento espacial y las matematicas. Entre los que han trabajado
en esta linea se tienen: Del Grande (1990); Bishop (1993); Mammana
y Villani (1998).

3. Las referidas al estudio de la visualizacion que intentan establecer
las interacciones entre ésta y el razonamiento en geometria, y otras
que buscan determinar mecanismos para incrementar la habilidad
espacial en los aprendices. En este sentido se destacan: Presmeg
(1986); Clement y Battista (1992); Fischbein (1993); Hershkowitz,
Parzysz y Van Dormolen (1996); Gutiérrez (1996); De Guzman
(1996).

4. Las que apuntan al desarrollo evolutivo del pensamiento
geométrico y estan orientadas por los avances de la psicologia
cognitiva. Se destacan trabajos realizados por Piaget, acerca de la
concepcion del espacio en los nifios, y los estudios de los esposos Van
Hiele (1957), encaminados a determinar niveles de pensamiento
geométrico y etapas de instruccion correspondientes. Tall (2013),
describe en su dltimo libro una teoria que versa sobre el desarrollo del
pensamiento matematico desde el nifio menor hasta el adulto.

5. Desde la ciencia cognitiva se intentan precisar modelos de
conocimiento y pensamiento geométrico. En este sentido se destacan
Sharma (1979), Bransford (1979); Jenkins (1979), Pinker (1994).

6. Sobre el desarrollo de las tecnologias de la informacion (TIC) y el
uso extenso de recursos informaticos, lo anterior ha dado lugar a
varias investigaciones en torno al aporte de las representaciones
dinamicas y generalizadas. Algunos autores que aportan a esta
temética son: Hitt (1998), Laborde (1998), Rizo y Campistrous
(2003), Villiers (1999), Gonzalez (1999).

Se enmarca la presente investigacion por la primera, tercera, cuarta y
quinta tendencias presentadas, sin desconocer el aporte que las demas
posiblemente puedan ofrecer a ella.

Algunos de los autores citados tratan de caracterizar el pensamiento
geométrico del nifio; sin embargo, sus hallazgos no propician un
aprendizaje desarrollador?, pues tienen entre sus limitantes que el
diagnostico se refiere al contenido curricular y no valoran el papel que
tienen los estudiantes en construir significado de un concepto
geomeétrico determinado.

Una de las U(ltimas investigaciones que buscan caracterizar el
pensamiento geométrico es el desarrollado por Tall (2013) en su libro:
Como los seres humanos aprenden a pensar matematicamente.

2 No todo aprendizaje es desarrollador; esto depende de las habilidades
que desarrolla el estudiante, lo cual le permite buscar diferentes
estrategias a la solucién de un problema interesante.
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En este escrito Tall (2013) comienza a describir el pensamiento
matematico del ser humano como una construccion de conceptos a
partir de dos tipos de abstraccidn, la estructural y la operacional.

Tall (2013), con respecto al desarrollo a largo plazo de las ideas
matematicas afirma:

La geometria comienza cuando el nifio juega con los objetos,
reconociendo sus propiedades a través de los sentidos y
describiéndolos utilizando el lenguaje. Con el tiempo, las
descripciones se hacen mas precisas y se usan como definiciones
verbales para especificar figuras que pueden construirse con regla y
compas y eventualmente las propiedades de las figuras pueden
relacionarse en el enfoque formal de la geometria Euclidiana. El
aprendizaje de la aritmética sigue una trayectoria diferente,
empezando no enfocandose en las propiedades de los objetos fisicos,
sino en las acciones que se realizan sobre esos objetos las cuales
incluyen el contarlos, agruparlos, compartirlos, ordenarlos, sumarlos,
restarlos, multiplicarlos y dividirlos.

Estas acciones se vuelven operaciones matematicas coherentes y se
introducen los simbolos que permiten realizar las operaciones
rutinariamente con muy poco esfuerzo consciente. Mas sutilmente, los
simbolos en si mismos pueden verse no solo como operaciones a
realizarse sino también comprimidos en conceptos numéricos
mentales que pueden manipularse en la mente.

Los sistemas de medidas también se desarrollan a partir de acciones®:
medir longitudes, &reas, volimenes, pesos y otros. Estas cantidades
pueden calcularse en forma préactica usando fracciones o usando
decimales si se desea un nivel mayor de precision. *

Para esta investigadora la anterior afirmacion elaborada por el
profesor Tall (2013) en su libro no es acertada, ya que en la
investigacion realizada por Pérez (2011)°, se observé que los
estudiantes lograban construir el concepto de medicion (area) por
medio de las acciones de descomposicidn-recomposicion-
comparacion de algunas figuras geométricas planas abordadas en el
contexto de la solucion de problemas no rutinarios. El andlisis de las
actividades generadas en la tesis indico que en el transcurso de la
solucién de cada problema no rutinario el estudiante complementa y
adecla cada vez maés el significado del concepto de area. Los
resultados obtenidos en la poblacion de estudio mostraron que los
estudiantes construyeron de esta manera un significado apropiado del
concepto implicado fortalecido y reforzado por generar diferentes
estrategias en la solucion de los problemas planteados, y asimilar la
potencia del concepto revelada en ellas.

Las valoraciones anteriores conducen al siguiente problema de
investigacion, para construir significado robusto®  del concepto de
area en los estudiantes de grado sexto, ;cudles son las experiencias
que deben fomentarse y como puede caracterizarse el pensamiento
geométrico involucrado?

Se precisa como objeto de estudio el proceso de construccion de
significado para el concepto de area. El objetivo general es contribuir

3 Tall, D. (2013). Este autor define accién como la manipulacién de los
objetos geométrico.

4 Tall, D. (2013). How Humans Learn to Think Mathematically: Exploring
the Three words of Mathematics.

5 Pérez, D. (2011). Disefio, aplicacién y evaluacién de un sistema de
actividades para la construccidn de significado del concepto de drea, en una
comunidad de prdctica para sexto grado. Tesis de maestria en Educacién
Matematica, Universidad Antonio Narifio, Bogota, Colombia

6 Pérez (2015). Criterio emitido en el examen de calificacion.
“Construccion de redes conceptuales que desarrolla el estudiante para dar
solucién a problemas no rutinarios”
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a la caracterizacion del pensamiento geométrico relacionado con la
construccion de significado robusto para el concepto de area.

Se plantean como objetivos especificos:

» Recopilar evidencia pertinente de la historia de la matematica,
pues a través de ella se revela el camino transitado por la
comunidad matematica en la generacién y construccion de
conceptos y estrategias de pensamiento.

» Disefiar actividades basadas en problemas no rutinarios y
retadores, que hagan que los estudiantes del grado sexto
construyan significado para el concepto de area y desarrollen
estrategias para calcular el area de ciertas figuras planas, mediante
la descomposicion y recomposicion de figuras y regiones
geométricas planas.

» Analizar las soluciones de los problemas planteados y a través de
éstas caracterizar el pensamiento geométrico de los estudiantes de
grado sexto involucrado en la construccién de significado robusto
para el concepto de area.

* Analizar la solucion de los problemas olimpicos de matematicas
realizadas por la Universidad Antonio Narifio (Primer Nivel —
grados sexto y séptimo).

» Analizar y sustentar una posicion critica con el fin de establecer si
los planteamientos de la teoria de Tall (2013) son justificables o
no frente al pensamiento geométrico cuyo desarrollo se observa en
la construccion de significado robusto para el concepto de area.

El campo de accion de esta investigacion es la caracterizacion del
pensamiento geométrico.

Para el cumplimiento del objetivo y la solucién del problema, se
presentan las siguientes preguntas cientificas:

* ;Qué investigaciones se han realizado sobre el proceso de
ensefianza-aprendizaje en la geometria?

*  ¢Qué presupuestos tedricos sustentan la caracterizacion del
pensamiento geométrico relacionado con el concepto de area?

« ¢Como estructurar una secuencia de experiencias para poder
caracterizar el pensamiento geométrico en estudiantes de grado
sexto en el proceso de construccion de significado robusto para el
concepto de area?

« (En qué contextos deben

estructuradas?

presentarse las experiencias

* ¢Como analizar la eficacia y el impacto de la secuencia de
experiencias disefladas para poder caracterizar el pensamiento
geométrico en estudiantes de grado sexto en el proceso
construccion de significado robusto para el concepto de area?

» (Cudl seria una caracterizacion del pensamiento geométrico
involucrado en la construccion de significado robusto del concepto
de area en nifios de grado sexto?

En aras de dar cumplimiento al objetivo y lograr resolver el problema
planteado, se proponen las siguientes tareas de investigacion:

« Fundamentar tedricamente el problema. Revisar teorias propuestas
e investigaciones realizadas en el disefio de actividades en
geometria para caracterizar el pensamiento geométrico con el
proposito de fundamentar la investigacion.

»  Construir el estado del arte de la presente tematica para definir su
grado de actualidad.

» Estudiar las soluciones de estudiantes de grado sexto a problemas
pertinentes de las olimpiadas de matematicas y otros similares y
estructurar un sistema de actividades disefiadas (teniendo en
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cuenta en el disefio problemas retadores como son los problemas
olimpicos que provocan el pensamiento autbnomo) para que, al
desarrollarlas, el estudiante pueda construir significado para el
concepto de area coherente con el nivel de la geometria del grado
sexto y asi contribuir a caracterizar el pensamiento geométrico
involucrado, empleando del modelo de Wenger y con el propésito
de contrastar las teorias de Tall (2013).

* Valorar los resultados de la implementacion del sistema de
actividades.

* Proponer una caracterizaciéon del pensamiento geométrico
involucrado en la construccion de significado para el concepto de
area en estudiantes de grado sexto.

El aporte practico de la presente investigacion radica en un conjunto
de actividades para la construccion de significado del concepto de area
desde un enfoque netamente geométrico. El aporte tedrico es que se
precisa una caracterizacién del pensamiento geométrico involucrado
en tal construccion (areas).

Este estudio permite sugerir los pasos que se cree se deben seguir en
el proceso de ensefianza para que se construya el concepto de area en
estudiantes de grado sexto, ademas de proponer la caracterizacion del
pensamiento geométrico con respecto a la medicion (area).

Esta tesis estd estructurada en la introduccidn, cuatro capitulos,
conclusiones, recomendaciones, bibliografia y anexos. En el Capitulo
1, se describe la situacion actual en la que se encuentran estudios
dirigidos al pensamiento geométrico, identificando los métodos de
ensefianza que se utilizan para la geometria y poniendo en evidencia
que no se han hecho suficientes investigaciones que caractericen este
pensamiento. En el Capitulo 2, se presenta el marco teérico en que se
basd este estudio y que se encuentra dividido en cinco partes, en la
primera se expone un marco geométrico, en la segunda se expone la
teoria piagetiana relevante, en la tercera se analiza la teoria de Tall
acerca de la forma en que los seres humanos construyen el concepto
de éarea, en la cuarta se expone la epistemologia de Lakatos, Hersh y
Davis que enriquecen las perspectivas del presente estudio, y en la
quinta se describe el modelo de Wenger. El Capitulo 3 presenta la
metodologia en que se desarroll6 esta investigacion y los pasos en que
se disefiaron y aplicaron las actividades. El Capitulo 4 se presenta la
implementacion de la propuesta metodologica y descripcion de
algunos episodios en la construccion del significado del concepto de
area.

Ademés, se pretende construir un material docente que paute el
proceso de ensefianza - aprendizaje y el estudio del concepto de area.

1. ESTADO DEL ARTE

Diversas son las investigaciones que han trabajado sobre el
pensamiento geométrico llegando a una aproximacion a caracterizar
éste, lo cual implica identificar diferentes formas de pensamiento
relacionados con el hacer geometria (resolver problemas, conjeturar,
demostrar teoremas). Los puntos de vista de estas investigaciones no
son unificados.

Para el analisis de las caracterizaciones que se han desarrollado dentro
de un marco geométrico se tendra en cuenta algunas de las tendencias
del pensamiento geométrico. Esta descripcion se dividird en cinco
categorias donde se puntualizara cada una de las investigaciones que
se han desarrollado en cada categoria:

1. Pensamiento geométrico como se entiende desde los niveles de
Van Hiele

2. Pensamiento geométrico y su relacion con la visualizacion

3. Materiales disefiados para desarrollar el pensamiento geométrico

4. Pensamiento geométrico como se entiende desde la ciencia
cognitiva

5. Referencia de varios autores que intentan caracterizar el

pensamiento geométrico

En estas categorias se destacan investigadores como Corberan y otros
(1994), Malloy (1999), Pugalee y Malloy (1999), Beltrametti y otros
(2003), Frimel (2004), entre otros, los cuales hacen referencia de
cémo se entiende el pensamiento geométrico desde los niveles de Van
Hiele. Sus propuestas van orientadas al disefio de métodos de
ensefianza — aprendizaje a través de los niveles de Van Hiele. Por otra
parte Bower (1983), Godino y otros (2011), Hitt (1998), entre otros,
relacionan el pensamiento geométrico y la visualizacién. En sus
trabajos brindan importancia a la relacién entre los objetos
geométricos y el desarrollo de determinadas operaciones o
transformaciones. También consideran significativo el proceso de
generacién de imagenes mentales adecuadas para el desarrollo de las
habilidades de visualizacion en la resolucion de problemas en el salon
de clases. Estos trabajos no hacen referencia a la caracterizacion del
pensamiento geométrico.

Concerniente a la visualizacion Clements y Battista (1992), Del
Grande (1990), Presmeg (1986), De Guzman (1996) desarrollan
diversos aportes, en particular De Guzman (1996) establece varias
categorias: isomorfa, homeomorfa, andloga y diagramética. Estos
investigadores no llegan a concretar una caracterizacion del
pensamiento geométrico, en la construccion de significado de un
concepto geométrico. Por otro lado Coberan (1996), Tasayco, (1998),
Richar (2009), Rojas (2009), entre otros, proponen en sus
investigaciones la utilizacion de diversos materiales disefiados para
desarrollar el pensamiento geométrico. Sus propuestas las desarrollan
a través de materiales manipulables y elaborados con el apoyo de
software de geometria dindmica.

Por ultimo un intento por caracterizar el pensamiento geométrico lo
hacen Piaget e Inhelder, los Van Hiele y Tall. Los primeros investigan
acerca de las relaciones espaciales de los nifios y proponen cuatro
etapas de desarrollo en el pensamiento espacial. Los esposos Pierre M.
Van Hiele y Dina Van Hiele-Geldof en el afio 1957, elaboran una
concepcion cuyos componentes son la teoria de los niveles de
razonamiento: visualizacién, analisis, deduccion informal, deduccién
formal y rigor, que explican como se produce el desarrollo del
pensamiento geométrico en los estudiantes y proponen las fases de
aprendizaje  (interrogacién, orientacion dirigida, explicacion,
orientacion libre, integracion), lo cual resume su propuesta didactica
para el aula. Por su parte Tall (2013) propone una clasificacion del
pensamiento humano con respecto a la construccion del concepto de
area.

2. MARCO TEORICO

Este capitulo tiene como objetivo situar al lector de la presente
investigacion, en la perspectiva conceptual utilizada en ella
concerniente a la importancia de permitir a nuestros estudiantes la
construccion de significado para el concepto de area de superficies
planas y caracterizacion del pensamiento involucrado en tal
construccion. El marco tedrico estara dividido en cinco partes.

Primero, se expone un marco geométrico, donde se menciona los
inicios de la geometria pertinentes al concepto de area, destacando
algunos matematicos que aportaron proposiciones generales
(teoremas) de area por medio de la descomposicion y recomposicion
de figuras geométricas.

Segundo, se estudia con juicio la teoria piagetiana de la construccién
de conceptos geométricos en el nifio, en particular, la construccion del
concepto de area.

ACTA SIMPOSIO DE MATEMATICAS Y EDUCACION MATEMATICA — N° 2, Vol. 4, p. 1-86, 2017, ISSN 2346-3724

13



CONSTRUCCION DE SIGNIFICADO ROBUSTO PARA EL CONCEPTO DE AREA Y CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO GEOMETRICO INVOLUCRADO EN LOS

ESTUDIANTES DE SEXTO GRADO (nifios entre 10 y 13 afios) — (EM061)

Tercero, se compara lo anterior con la teoria de Tall acerca de la
forma en que los seres humanos aprenden a pensar geométricamente y
en particular como construyen el concepto de area.

Cuarto, se enmarca la investigacion en la epistemologia de Lakatos,
Hersh y Davis que aprecia el “hacer matematicas” como una empresa
de una comunidad que, en un dialogo que se desarrolla en la historia,
avanza por medio de “pruebas y refutaciones”. En este enfoque se
detalla los intercambios estudiantiles en el contexto de la solucion de
una serie de problemas relacionados con la determinacion del area de
ciertas figuras o regiones planas, operando sobre las figuras o regiones
(descomposicion, recomposicién, comparacion), y produciendo asi
soluciones que van construyendo significado para el concepto de area
cada vez mas apropiado en relacién con el concepto que se maneja en
la comunidad matematica.

Por altimo, se describira el modelo de Wenger (1998) presentando los
aspectos que se tienen en cuenta para el desarrollo de esta
investigacion. Especificamente se retoma la teoria Communities of
Practice: learning, meaning and identity (Wenger, 1998-2007); esta
teoria contribuye al proceso de aprendizaje de los estudiantes que
otras teorias no consideran prioritarias. Se dirige a describir como la
practica social propicia y mejora en el estudiante el desarrollo
cognitivo.

3. DISENO METODOLOGICO Y DE ACTIVIDADES

La investigacién es de tipo tedrico-descriptivo y es un estudio
evolutivo y transversal, ya que en ella se produce una fotografia
instantdnea de una poblacién en un momento determinado y se
evallan los cambios que se producen comparando las mismas
personas en diferentes etapas de desarrollo de las actividades y demas
componentes.

Adicionalmente, se trabaja con un andlisis tematico para interpretar el
significado de la realidad del sujeto o autor de una situacion
estudiando sus representaciones, estrategias de solucion y actitudes, de
esta forma indagar sobre las diferentes etapas o procesos del
pensamiento geométrico que desarrolla el individuo para construir
significado robusto del concepto a estudiar y lograr categorizarlos. Se
disefiaron actividades didacticas para ser desarrolladas en forma
grupal e individual, observando tanto su desarrollo como sus
resultados.

Esta investigacion se desarrolld en cuatro colegios distintos, de
diferentes perfiles en cuanto a su estudiantado, y esté dividida en dos
etapas. En la primera fase se aplica cada una de las actividades
propuestas a un grupo de estudiantes de grado sexto pertenecientes a
los colegios seleccionados. Se graban videos para analizar las
estrategias que utilizan los equipos de estudiantes cuando estan
ejecutando sus respectivas actividades y los cuales sirven para el
mejoramiento continuo, perfeccionando los materiales para luego ser
implementados con un segundo grupo de estudiantes.

Se disefid y elabord la serie final de actividades didacticas que se
realizaron a los estudiantes de grado sexto pertenecientes a los
colegios seleccionados. Al finalizar el estudio se realiz6 una prueba -
entrevista de forma individual, el cual se llevd a cabo con el segundo
grupo de los cuatro colegios escogidos, para de este modo analizar
cada una de las fases por las cudles el estudiante progresa en la
construccion de significado robusto para el concepto de area.

Con respecto a la descripcidon, y aplicacion de las actividades se
describieron los objetivos que se pretenden en cada una de las
actividades y la aplicacidn de éstas para el desarrollo de la presente
investigacion, con el prop6sito de caracterizar el pensamiento
geométrico con respecto a la medicion.

Antes de disefiar las diferentes actividades que ayudaran a los
estudiantes a construir el significado de area de ciertas figuras

geomeétricas planas y caracterizar el pensamiento involucrado se pensé
en actividades que no fueran de tipo de rutina memoristica, no se
pretende desarrollar la habilidad sélo para responder una prueba, se
busca ver si el estudiante construye este concepto por medio de la
descomposicion — recomposicion — comparacion, de esta forma
analizar cuales son los procesos de pensamiento que desarrolla el
estudiante para construir el significado de este concepto.

Estas actividades presentan una estructura euclidiana donde se tienen
en cuenta el concepto de area y las estrategias utilizadas en las
demostraciones euclidianas. EI proposito de estas actividades, es que
el estudiante construya el significado del concepto de area por medio
de la descomposicion y recomposicion de algunas figuras geométricas
planas, y la posterior comparacion, presentando en cada actividad una
serie de problemas con el objetivo que el estudiante a medida que
vaya solucionando cada problema, comience a construir el significado
del concepto que se esta trabajando.

Para el desarrollo de las actividades de descomposicion -
recomposicién se plantean dos etapas, una primera de manipulacién
fisica que tiene como objetivo apreciar en cuantas formas se puede
descomponer una figura. La segunda etapa es de manipulacién mental,
donde se proyectaron actividades en el papel para que el estudiante
tenga la necesidad de utilizar su imaginacion y pueda realizar la
comparacion del area de las figuras planas, haciendo correctamente
esté representacion en su dibujo.

Luego los estudiantes realizardn la etapa de comparacion, que tiene
como objetivo que lleguen a la conclusion que una misma area puede
estar representada por diferentes formas geométricas, esta etapa se
realizard en dos maneras, la primera donde no se utiliza la unidad de
medida, la segunda descomponiendo en unidades de comparacion,
representados en triangulos, rectdngulos, rombos y cuadrados.

A continuacion los estudiantes efectuaran actividades de deduccién de
procedimientos aritméticos para encontrar el area de las figuras
geométricas propuestas. La Ultima actividad aborda el circulo donde el
estudiante encontrard su area por métodos de aproximacion.

Al finalizar este proceso se realizard una prueba - entrevista donde se
tomard una muestra de los estudiantes que participaron en las etapas
anteriores de la investigacion, pues se quiere observar el caracter
conceptual y procedimental del conocimiento que ponen en juego los
estudiantes.

Para el desarrollo de cada una de las actividades se tiene en cuenta en
su disefio los componentes de la teoria social del aprendizaje
propuestos por Wenger, Lakatos, Hersh y Davis, enfatizando algunos
aspectos como: contextualizar el problema de una manera que se
conecte con los alumnos y sus intereses, ofrecer una situacion que sale
de las actividades habituales, poner a los alumnos en condiciones de
apropiarse de la situacion, para que puedan desarrollar por si mismos
la comprension de su participacion, colocar a los estudiantes en
interacciones, haciéndolos trabajar en equipo o como un grupo,
animar a los estudiantes a crear sus propias estrategias de uso de sus
conocimientos matematicos estableciendo vinculos entre los
conceptos, animar a la reflexion y al debate, y a la adopcién de un
numero determinado de estrategias o soluciones.

4, IMPLEMENTACION DE LA PROPUESTA
METODOLOGICA Y DESCRIPCION DE ALGUNOS
EPISODIOS EN LA CONSTRUCCION DEL SIGNIFICADO
DEL CONCEPTO DE AREA

La investigacion se desarroll6 en el Colegio Antonio Narifio sede
Usme, Liceo Fesan, y Colegio Del Bosque Bilingtie, de la Ciudad de
Bogota. La propuesta metodolégica se dirige a la caracterizacion de
este pensamiento, por medio del analisis de las estrategias de solucion
y los aportes que realizan los estudiantes a su grupo y al grupo en
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conjunto en cada colegio, demostrando las formas en que van
construyendo significado robusto del concepto de area.

Con respecto a la descripcidn de algunos episodios en la construccion
del significado del concepto de area, se da un breve reporte de la
ejecucion de la investigacion, donde se sefiala algunas condiciones
particulares de ésta, alcances y dificultades principales.

A continuacion, se realiza una caracterizacion de las acciones y
estrategias usadas por los estudiantes mientras desarrollaban cada una
de las actividades en la etapa practica de esta investigacion, ademas se
indicara que el trabajo autbnomo de los estudiantes resulta un factor
motivacional muy fuerte.

Caracterizacion de
estudiantes

las acciones y estrategias usadas por los

Este proceso de caracterizacion se refleja en el Gréafico 1, en la que se
muestra como los estudiantes avanzan en sus procesos para la
construccion de significado robusto del concepto de area, iniciando en
una fase que se ha denominado Fase A hasta llegar a una fase
culminante de la construccion que se ha nombrado Fase F.

Fase F Relacion entre la medida correspondiente 2 cada
figura geométrica y su  razon de drea,
descomposiciones Y recomposiciones  para
encontrar el drea, agilidad para la solucién de
problemas...

Fase E
Identifican |as unidades de longitud de la base y las
unidades de longitud de la altura, construccién de
figuras geométricas, calculan drea por medic de

CONSTRUCCION acciones de descomposicion - recormposicién v
DEL CONCEPTO DE comparacion..,
. Fase D
AREA ATRAVES DEL Divisien de figuras en partes iguales, fracciones
PENSAMIENTO T equivalentes, métodos creativos, actlan sobre sus
EUCLIDIANO soluciones..,

Fase C

Lenguaje méas formal, recubrimientos, unidad de
T referencia, obtencion de figuras conocidas..,
ase B

Utilizan procesos de visualizacién, manipulacion de
chjetos, Identifican algunas figuras geométricas,

T utilizan acciones de descomposicién v
FECOmpOosICian...

[1 FaseA
D Comparan, agrupan figuras geemétricas, Escaso
. desarrollo delos procesos de visualizacion...
Objetos P

Gréfico 1. Avances de los estudiantes en cada Fase.

Se disefiaron cinco actividades que contribuyeron a caracterizar el
pensamiento en cada fase, en las cudles se identificaron las
caracteristicas del pensamiento que evidencian los nifios en cada una
de éstas.

En la Fase A, se inicia con una prueba de entrada donde el desempefio
estudiantil se caracteriza en general por los siguientes aspectos.

» Falta de claridad en los procesos a realizar para dar solucion a los
problemas que involucran medicidn.

» Comparacién de figuras geométricas midiendo a través de una
regla.

« Agrupacion de figuras geométricas y comparacion visual para
observar si son congruentes.

+ Falta de dominio de un lenguaje geométrico.
« Dificultad en la comprensién lectora.
» Escaso desarrollo de los procesos de visualizacion.

+ Dificultad en la identificacion de algunas figuras geométricas,
como por ejemplo hexagono y trapecio.

* No utilizacién de una unidad de referencia a emplear para realizar
recubrimientos.

Con base en estas caracteristicas se propuso desarrollar procesos de
pensamiento en los estudiantes por medio de experiencias retadoras y
enriquecedoras, de esta manera, comenzaron a desarrollar una serie de
acciones sobre las figuras geométricas, y asi llevar a cabo la medicién
de area. Con estas acciones los estudiantes comienzan a construir
significado del concepto de area. En este proceso se toma como marco
la teoria euclidiana, que tiene como caracteristica el uso de
herramientas de proporcion, descomposicién y comparacion de figuras
geométricas.

Para la Fase B, se propuso una actividad de descomposicion y
recomposicién de figuras geométricas, en la cual se observo que los
estudiantes aumentaron sus capacidades en los siguientes aspectos:

» Identifican algunas figuras geométricas como los cuadrados,
rectangulos y triangulos.

» Comienzan a realizar descripciones cortas de algunas figuras
geomeétricas.

»  Utilizan procesos de visualizacion.

» Manifiestan de cuantas formas se puede descomponer una figura
geomeétrica.

« Justifican por qué dos figuras geométricas tienen igual tamafio.

» Realizan descripciones cortas de algunas propiedades de las
figuras geométricas.

» Ejecutan descomposiciones de las
mentalmente.

figuras  geométricas

Esta caracterizacion se logra por medio de la manipulacion de objetos
geométricos, que es una primera etapa que desarrolla la teoria
euclidiana, en la cual se realizan demostraciones de los teoremas
acerca del area de figuras geométricas, a través del reacomodo de las
“piezas” geométricas. Estas caracteristicas fueron evidenciadas en la
actividad uno, seccion uno y dos.

Durante la Fase C, se desarrolld una actividad de comparacion de
figuras geométricas en la cual los estudiantes comenzaron a medir
varias figuras geométricas mediante recubrimientos. Los avances
significativos que se lograron identificar fueron los siguientes:

e Utilizan una unidad de referencia.

» Realizan las respectivas recomposiciones para obtener figuras
geométricas conocidas.

« Utilizan un lenguaje méas formal para sustentar sus respuestas.

« Contindan utilizando procesos de visualizacion de una forma mas
rigurosa.

Los estudiantes utilizaron algunas estrategias manifestadas por Byrne
(1847) en su libro Los primeros seis libros de Euclides, donde las
demostraciones se construyen a través de diferentes métodos, como la
descomposicién, recomposicién y comparacion, ademas de los
procesos de visualizacion. Esto se evidencid cuando los estudiantes
realizaron las respectivas recomposiciones, para obtener figuras
geométricas conocidas y de esta manera, ubicar una unidad de
referencia y comenzar a realizar el recubrimiento total de la figura,
segun los resultados arrojados en la actividad 2.

Cabe resaltar que los estudiantes al encontrar la unidad de referencia
hacian uso de las propiedades de las figuras geométricas, como lados
opuestos de un paralelogramo son iguales, las diagonales de un
paralelogramo se cortan mutuamente en partes iguales, lados opuestos
de un paralelogramo son paralelos, las diagonales de un rectangulo
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son iguales, el cuadrado es a su vez paralelogramo, rectangulo y
rombo, entre otras. De esta forma identificaron cuadrados, rectangulos
y paralelogramos, concluyendo cuantas de estas unidades recubrian la
figura proporcionada para determinar su area.

En la Fase D, se propuso determinar la razon entre areas de figuras
geométricas. En ella los estudiantes comenzaron a utilizar
herramientas de proporcion, descomposicion y comparacion de figuras
geométricas. El trabajo realizado por los estudiantes en esta Fase se
caracteriza por:

» Subdividen las figuras en partes iguales.

« Comparan las partes constituidas respecto a cada division
realizada.

« Sefialan por qué el poligono quedd dividido en partes iguales.
» Encuentran fracciones equivalentes.

* Observan y comparan si las partes divididas de una figura
geométrica tienen igual area.

» Utilizan diferentes acciones para dividir una figura geométrica en
partes iguales.

» Actlan sobre sus soluciones para comenzar a dar justificaciones.

Los estudiantes utilizaron muchas de las herramientas principales que
utiliz6 Euclides para resolver problemas de areas, llegaron a manejar
el término de igualdad a través de acciones de descomposicion,
recomposicion y comparacion, aspectos que se evidenciaron en la
Actividad 3.

Para la Fase E, se propusieron varias actividades para que los
estudiantes dedujeran formulas para calcular el area de figuras
geométricas especificas, evidenciando que los estudiantes poseen la
habilidad de desarrollar procedimientos aritméticos para encontrar el
area de las principales figuras geométricas planas. En ella se
encuentran los siguientes avances en su pensamiento.

« Identifican las unidades de longitud de la base y la altura de
rectangulos y triangulos.

« Construyen diferentes figuras geométricas, donde tienen en cuenta
los datos indicados y encuentran la relacién de proporcionalidad
que puede existir entre una figura y otra.

» Argumentan por qué se usa un tratamiento similar que involucra
las longitudes de la base y altura en un rectangulo y en un
paralelogramo.

e Calculan el éarea de figuras geométricas por medio de
descomposiciones y recomposiciones obteniendo una figura
geomeétrica conocida.

« Adquieren habilidades para la solucion de problemas.

Las caracteristicas logradas en esta fase, se pudieron constatar a través
de los resultados de la actividad 5, sesiones uno, dos, tres y cuatro.

Por ultimo durante la Fase F, se estudiaron las féormulas para la
longitud y el area del circulo, actividades en las cuales se confirma
que los estudiantes utilizaron estrategias plenamente consolidadas
para hallar el area por medio de descomposiciones y recomposiciones,
con base en lo anterior se logrd identificar los siguientes progresos en
el desarrollo de su pensamiento.

» Encuentran con facilidad la razon de area correspondiente a cada
figura geométrica.

« Justifican la relacion entre la medida correspondiente a cada figura
geométrica y su razon de area.

» Argumentan cémo encontrar la longitud aproximada para la
circunferencia haciendo uso de los datos obtenidos.

» Realizan descomposiciones y recomposiciones para encontrar el
area de una circunferencia.

Se demostré que a medida en que el estudiante va utilizando las
propiedades de los objetos para llevar a cabo la descomposicion,
recomposicién 'y comparacion, interioriza y obtiene un mejor
entendimiento’ de las propiedades de las figuras geométricas y sus
implicaciones.

Con respecto a la metodologia descrita anteriormente, se considerd
conveniente, para realizar un correcto andlisis de las respuestas,
entrevistar a varios estudiantes por curso, los cuales fueron escogidos
de forma aleatoria. Cada una de las respuestas dadas por los
estudiantes respondia a determinadas caracteristicas especificas. Las
entrevistas tuvieron como objetivos:

» Caracterizar el pensamiento del nifio en la solucién de problemas
no rutinarios donde interviene el concepto de area.

* Analizar las acciones (fisicas 0 imaginarias) y estrategias que
utiliza el estudiante para dar solucién a los problemas planteados
para caracterizar su pensamiento al desarrollar un enfoque
predominantemente geométrico de la medicion.

Para la primera fase, se utilizaron nueve tarjetas en cada una de las
cuales aparecen diferentes figuras geométricas. El estudiante debio
escoger dos de las tarjetas, crear un problema y escribirlo en los
respectivos formatos. Ademas, para cada tarjeta se disefié una serie de
preguntas que se podian realizar al estudiante si no llegara a dar
solucién a la actividad planteada. En la segunda fase, se le entreg6 al
estudiante siete problemas para que el estudiante explicara y
justificara su solucién por escrito complementado por explicaciones
verbales.

La entrevista se llevd a cabo en distintos momentos y de forma
individual para cada uno de los nifios elegidos, y en todos los casos se
usé un cuestionario preparado. Dentro del desarrollo de las
entrevistas, el docente investigador se vio en la necesidad de hacerse
participe en este proceso, pues los estudiantes por si solos no
expresaban facilmente las heuristicas que realizaban para dar solucién
al problema, probablemente debido a que no estan acostumbrados a
expresar libremente sus ideas porque en su formacidn siempre esperan
que el docente les realice las preguntas para luego ser contestadas.

CONCLUSIONES
Robustez del significado del concepto de area

Con base en el anélisis historico desarrollado en el Capitulo 2, la
experiencia que se obtuvo en la implementacién de cada una de las
actividades propuestas y los resultados obtenidos en las entrevistas, se
tienen los elementos requeridos para definir la construccion de
significado robusto del concepto de area.

Una primera etapa en la construccion de un significado robusto del
concepto de area se logra cuando el individuo usa la estrategia
euclidiana basada en igualdad de area buscando diferentes estrategias
de divisidn de una region del plano o figura geométrica. Con base en
estas transformaciones el individuo utiliza herramientas de traslacion
y rotacion, entre otras, para reconfigurar estas “piezas” geométricas, y
de esta manera, formar una nueva figura geométrica, comprendiendo
con claridad que el area permanece igual (invariante).

7 Construccién de conexiones robustas entre los nuevos conocimientos y
aquellos que se conocen de forma previa, donde son capaces de elaborar
sus propios procedimientos o herramientas para resolver problemas.
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En una segunda etapa, se comparan figuras que no tienen igual area,
utilizando patrones de referencia que permiten hacer comparaciones
parte-todo de la misma configuracién introduciendo un conteo de
partes constituyentes (unidades iguales de referencia).

Una tercera etapa aborda la bisqueda de férmulas aritméticas para
calcular el éarea. Dichas férmulas se obtienen mediante la
descomposicion 'y recomposicion de las figuras basadas en una
férmula primitiva tomada como conocida, en este caso la del
rectangulo, al igual de lo que sucede en la teoria matematica de la
medida.

Finalmente, se es capaz de resolver problemas no rutinarios y hasta
retadores que involucran el concepto de area empleando una gama de
estrategias que se desarrollaron en etapas anteriores.

El pensamiento métrico primeramente es geométrico.

En esta investigacion se evidencia que los jovenes estudiantes han
construido conceptos de medicion a través de la solucién de
problemas no rutinarios que involucran acciones de descomposicion,
recomposicion 'y comparacion de figuras geométricas, sin la
utilizacion de simbolos aritmético-algebraicos. Esto va en contravia de
la postura teérica de David Tall (2013), donde sefiala que el
pensamiento geométrico es la abstraccion a partir de las figuras
percibidas (abstraccion estructural) y el pensamiento métrico (la
medicién) es la abstraccion a partir de acciones de medicion de
longitudes (abstraccion operacional).

Para esta investigacion, la medicién, y en particular, la construccion
del significado del concepto de &rea, es primariamente geométrico,
combinando luego elementos aritméticos que, a su vez, se basan en
relaciones geométricas. Detras de las estrategias de descomposicion y
recomposicion, se halla la identificacion y uso de propiedades
geométricas de las figuras involucradas, propiedades que sustentan la
correccion de las descomposiciones y recomposiciones (que las
figuras “calcen”, que depende del reconocimiento de propiedades de
los angulos, las longitudes de los segmentos, paralelismo, entre otros).
Tal identificacién, a su vez, tiene su raiz, por ejemplo, en la
manipulacién fisica de fichas con cierta forma, pero se hace efectiva
en la construccion del significado del concepto de area, no por
intermedio de la percepcion sino en el reconocimiento de invariantes
bajo las transformaciones efectuadas, es decir, las operaciones del
sujeto sobre las figuras.

Estas manipulaciones se emprenden por medio de realizar acciones de
transformacion o modificacion de las figuras geométricas por medio
de descomposiciones y trazos de lineas auxiliares.

Clasificacion del pensamiento humano con respecto a la construccion
del concepto de area

Se tiene presente que para Tall (2013) los conceptos de longitud y area
inician con acciones de medir, un proceso esencialmente numérico —
aritmético, y de esta forma se abstrae el concepto con base en las
acciones del sujeto por medio de operaciones rituales sobre los objetos
y no por medio de los objetos en si. Ademas, Tall intenta hacer una
clasificacion del pensamiento humano basada en la percepcion por una
parte y en acciones que se van convirtiendo en operaciones, por otra.
Para esto, siguiendo parcialmente a Piaget, formula dos maneras en las
cuales el individuo construye conceptos nuevos. Una primera,
denominada abstraccion estructural y una segunda llamada abstraccion
operacional, ilustradas en la Figura 1.

[Structural Abstraction
properties of objects
concepuualized as

mental objects

0450

Objects

Operational Abstraction
operations on objects
conceptualized as

mental objects

Figura 1. Tomado de Tall, David (2013) How Humans Learn to
Think Mathematically pg. 65

La abstraccion estructural se define como centrarse en contemplar la
estructura de los objetos y abstraer de ahi sus propiedades. Tall (2013)
afirma que ésta es la abstraccion propia del pensamiento cuyo
producto son los conceptos geométricos.

En cambio, la abstraccion operacional se logra a partir de las acciones
del sujeto por medio de procesos que se van interiorizando y
organizando de modo que se vuelven con el tiempo operaciones sobre
las cuales se logra abstraer los conceptos aritméticos y algebraicos.

En cuanto, a su caracterizacion del pensamiento geométrico, Tall
(2013) no tiene en cuenta las diferentes operaciones que puede realizar
un individuo para construir un concepto geométrico nuevo, ya que se
limita a un pensamiento contemplativo y no activo.

Tall (2013) plantea que la abstraccion estructural y la operacional son
dos tipos de pensamiento diferentes, separando el pensamiento
geométrico del aritmético y algebraico. Pero en la presente
investigacion se ha demostrado que este sefialamiento no es cierto, ya
que estas dos abstracciones van articuladas en la geometria, pues se
promueve la abstraccion a partir o bien de los objetos o bien de las
acciones que realiza el sujeto para ejecutar transformaciones.

Por otra parte, como se dijo en el aparte anterior, el planteamiento
central de la presente investigacion es que el pensamiento métrico es
esencialmente geométrico.

En la investigacion se evidencié que las actividades disefiadas para
este estudio seguian el concepto griego de area, donde los estudiantes
al enfrentarse a un problema, y buscar darle solucién, comienzan
utilizando su pensamiento geométrico operacionalmente.

El pensamiento geométrico involucrado en la construccion de
significado del concepto de area y llevado a cabo en el contexto de la
solucién de problemas no rutinarios requiere de construcciones,
descomposiciones, recomposiciones y comparaciones, todas estas
acciones realizadas por el individuo. Este pensamiento geométrico no
es la abstraccion a partir de las figuras geométricas como lo indica
Tall (2013), sino a partir de transformar la figura y utilizar
activamente sus propiedades. Concluimos que Tall no ha tenido en
cuenta y no ha analizado el pensamiento utilizado por un individuo al
resolver problemas geométricos no rutinarios relacionados con el
concepto de area.

Por otro lado, en cuanto al pensamiento métrico, incluyendo el
relacionado con el concepto de area, Tall (2013) argumenta que es la
abstraccion a partir de acciones de medicion de longitudes,
involucrando un elemento de simbolismo, ya que se introduce ademas
unas expresiones numérico - aritméticos. Con base en este
seflalamiento, Tall (2013) sostiene que la medicion involucra
operaciones del sujeto y termina empleando férmulas de tipo
algebraico, y por lo tanto, que el pensamiento métrico, se relaciona
con la abstraccion operacional, separando asi el pensamiento métrico
del geométrico.
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Basado en los resultados de esta investigacion, se difiere de estos
sefialamientos ya que en ella se muestra que se construye significado
del concepto de area a partir de actividades que recorren tres fases.

Primero, se centran en la igualdad de areas de distintas figuras por
medio de las transformaciones de descomposicion y recomposicion.
Segundo, usando lo que se han denominado “unidades de referencia”,
se logra la comparacién de las areas de distintas figuras y, mas
generalmente de diferentes regiones planas. Tercero, formando nexos
entre los aspectos geométricos y aritmético — algebraicos de la
medicién de areas se toma la férmula del area del rectangulo como
basica, y a partir de alli, por medio de la misma clase de
transformaciones, se muestra como se puede relacionar y referir las
férmulas de las areas de otras figuras geométricas (paralelogramo,
triangulo, trapecio, hexagono, entre otros) al area del rectangulo.
Reiteramos, como se mostré en el Capitulo 2, que se procede de
manera similar en la matematica avanzada, en particular, en la teoria
matematica de la medida.

Con base en estos resultados, se evidencié que el pensamiento
requerido para la construccion del concepto de area y la solucion de
problemas involucrados en términos de medicion utiliza un
pensamiento geométrico operacional.

El pensamiento geométrico y el pensamiento euclidiano van més alla
del acto de la contemplacion, es mucho mas rico de lo que Piaget y
Tall sefialan en su teoria, no estd limitado al andlisis de las
propiedades de los objetos, sino es activo y operacional. Se concluye
que, las actividades inspiradas en los planteamientos griegos alrededor
del concepto de area, permiten al estudiante construir significado
robusto de ese concepto por medio de operaciones netamente
geomeétricas.

Se observa, ademas, que Tall (2013) sigue de cerca el tradicional
tratamiento curricular de la geometria para hacer sus planteamientos.

La autora de la presente investigacion discrepa de la caracterizacion
realizada por Tall (2013), por lo que en lo que sigue se proponen dos
clasificaciones para la construccion de significado del concepto de
areay la caracterizacion del pensamiento involucrado.

La primera es el andlisis; cuando el estudiante se centra en examinar
las configuraciones e identifica sus propiedades para transformarlas,
con el propodsito de encontrar figuras geométricas equivalentes (de
igual area).

El segundo aspecto, es el razonamiento y la argumentacion. En esta
etapa se encuentran las diferentes operaciones que se realizan sobre la
configuracién por medio de métodos creativos como visualizar la
situacion, subdividir, descomponer, recomponer y comparar, entre
otros, para obtener figuras geométricas nuevas conservando el area de
la figura original. Se procede de forma similar para establecer
férmulas de tipo algebraico para determinar su area.

Estas dos clasificaciones son llevadas a cabo con la utilizacién de un
pensamiento geométrico operacional, las cudles se ilustran en la
Figura 2.

PENSAMIENTO GEOMETRICO
OPERACIONAL

Andlisis
Configuraciones, Razonamiento y Argumentacion
Fropeedades de operaciones sobre los objetos
los objetes, relaciones geomelricas,

Comparaciones., formulas amtméticas ...

mpAm

Objetos

Figura 2. Replanteamiento del proceso en la construccion del
concepto de area.

La construccion de significado robusto de los conceptos de longitud y
area en un proceso solido de ensefianza — aprendizaje no se inicia con
acciones de medir, como lo sefiala Tall (2013), vy si, por el contrario,
se basa directamente en la aritmética y las formulas, el aprendizaje es
precaria y carece de profundidad, tanto asi, que los estudiantes apenas
identifican las palabras perimetro y &rea con férmulas aritmético -
algebraicas y hasta las confunden. Se concluye que los conceptos
geométricos cuyo significado robusto se construye con base en
transformaciones y propiedades geométricas facilita la adquisicion del
concepto de area y la solucion de problemas no rutinarios, ademas,
podemos afirmar con certeza que la utilizacion del enfoque y abordaje
euclidiana potencia y desarrolla el pensamiento geométrico.

Esquema del proceso para la construccion del concepto de area

Teniendo en cuenta la clasificacion planteada en esta investigacion
para la construccion de significado del concepto de é&rea para
estudiantes de aproximmadamentel? afios de edad, se propone el
esgquema 0 mapa conceptual que se muestra en la Figura 3.

Como puede apreciarse en el esquema, se parte de observar que una
figura geométrica o region del plano puede descomponerse en partes
iguales, trazando lineas de subdivision. Esto permite comparar el area
de la figura geométrica con la de otras figuras por medio de unidades
de referencia.

De otra parte, en el mapa conceptual se muestra que es posible
recomponer estas partes teniendo en cuenta la conservacion de area y
las propiedades de las figuras, para obtener otras figuras geométricas
equivalentes y, a partir de estas, buscar formulas aritméticas para
calcular el area de la figura o region geométrica inicial.
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Construccion del concepto de drea por medio de acciones
de descomposiciin, recomposicidn y comparacion
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Figura 3. Esquema del proceso para la construccion de area

RECOMENDACIONES

A través del tiempo se ha demostrado que la construccion del
concepto de &rea en la geometria escolar colombiana se continla
ensefiando bajo los mismos planteamientos de la educacion
tradicional, donde el estudiante se considera un individuo que capta
informacion y memoriza férmulas para dar respuestas a ejercicios sin
saber el por qué lo esta haciendo. Con base en estos cuestionamientos
los estudiantes no estan aprendiendo a razonar ni mucho menos
construyen significado apropiado para el concepto, por lo que esta
investigacion propone una transformacion del enfoque que incide en
el modo de pensar de los estudiantes, con respecto a la construccion
de significado robusto del concepto de area, en la cual se conviertan
en individuos més activos, mas creativos y mas analiticos.

Para el disefio de cada una de las actividades propuestas dirigidas a la
construccion del concepto de area, se tuvo en cuenta cada uno de los
componentes desarrollados en el enfoque euclidiano. En este proceso
se muestra con claridad que el dar solucion a problemas de éarea esta
intimamente relacionado, no apenas con la medicion practica por
medio de procedimientos aritméticos y numéricos como lo propone
Tall (2013), sino con un conocimiento operativo de las propiedades de
las figuras que permite buscar diferentes subdivisiones y
descomposiciones, para luego recomponer las partes obtenidas a
sabiendas que, por sus propiedades, ‘“calzaran” perfectamente,
utilizando acciones fisicas y mentales de comparacién que dan lugar a
enunciar razones entre sus areas y desarrollar formulas aritméticas
para el calculo de éstas, y a poder abordar con éxito la resolucién de
problemas retadores relacionados con el concepto de &rea.

Es de esta forma, si las escuelas llevan una practica diferente de
ensefiar por medio de solucion de problemas no rutinarios y teniendo
en cuenta el legado histérico de las matematicas, los estudiantes
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inician sus procesos de razonamiento y construyen su conocimiento en
lugar de reducirse a memorizar sin comprender. Por lo cual se
recomienda, que en las instituciones educativas se planteé el trabajo
escolar en términos de promover el pensamiento geométrico, por
medio de actividades que reten al aprendizaje auténomo. Ademas,
esto podria lograrse difundiendo las actividades y los resultados de la
investigacion en los diferentes centros educativos del pais para hacer
conocer este método de ensefianza y de esta forma comenzar a
replantear las orientaciones del curriculo frente a los conceptos de
medicion.

Se sugiere explorar la posibilidad de extender los planteamientos
expuestos en esta tesis para la construccion de significado de otros
conceptos geométricos y métricos.

En esta investigacion se realizd un estudio puntual acerca de la
posiciéon de Tall (2013) con respecto a la caracterizacion del
pensamiento para la construccion del concepto de area. Queda abierto
el espacio de investigacion y discusién para otros aspectos
matematicos que este autor trata en su libro.
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Resumen

El teorema de Bayes es tratado en los cursos de Bioestadistica en las
Carreras de Medicina, pero su presentacion sigue las pautas de los
libros de Estadistica y en general no se vincula con los problemas de
la practica médica en el contexto de la Medicina Basada en la
Evidencia. En este sentido se impone el perfeccionamiento del tema
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de Probabilidades, en el curso de Bioestadistica en Medicina. En la
investigacion se implementa un modelo didactico para fortalecer el
proceso de ensefianza aprendizaje del teorema de Bayes, en los
estudiantes de medicina de la Universidad Antonio Narifio, en el
marco de las aplicaciones a las pruebas de diagndstico en el contexto
de la Medicina Basada en la Evidencia. Con la propuesta didactica
sustentada en el modelo se logra: aumentar la cantidad de estudiantes
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que utilizan correctamente el teorema de Bayes y la probabilidad
total; crear redes conceptuales para mejorar las competencias en el
uso de las probabilidades; facilitar la creacion de mecanismos donde
los estudiantes formulen heuristicas para dar solucién a problemas

Practicos del contexto de la medicina y preparar a los estudiantes
para perfeccionar las decisiones clinicas, a partir de un conocimiento
de las posibilidades de aplicacion del teorema de Bayes en el proceso
de diagnéstico clinico.

Abstract

Usually Bayes Theorem is a component of any Biostatistics course in
Medical Faculties around the word. The general practice is to teach
the theorem following a mathematical point of view, in accordance to
the way that the theorem is introduced in Probability and Statistics
textbooks. This teaching procedure is not in accordance with the
objectives and goals of medical education, which is based on the
precept that clinical practice will be done according to the principles
on Evidence Based Medicine.

In this thesis, a new teaching model for Bayes Theorem was developed
in order to improve the Medical Education at Medical Faculty in the
Antonio Narifio University. The new procedure considered the
applications of Bayes Theorem in the interpretation of diagnostic test
and clinical evidences in clinical diagnosis. The procedure was based
on a heuristic way to achieve the theorem understanding. To achieve
the objectives of the new teaching procedure, some modifications in
the pedagogical procedures to teach previous concepts was done, with
the additional gain that all the lessons in probability theory was
improved.

The new proposal will improve the students’ capabilities to analyze
clinical evidences by means of probabilistic judgements.

INTRODUCCION

La Estadistica esta presente en las distintas &reas de la actividad
humana, pues hoy en dia tiene una destacada influencia, en las
diferentes esferas de la vida. La simple lectura de un periddico
requiere de conocimientos de Estadistica para entender el significado
de las tablas de datos y graficas que aparecen en la prensa y que se
refieren, por ejemplo, al consumo de bienes y servicios.
Especificamente en la medicina la presencia de la estadistica ha
adquirido gran relevancia en las Ultimas décadas. La carrera de
medicina tiene como objetivo generar competencias necesarias para
este fin; pero se ha demostrado que la ensefianza de la estadistica no
se articula con los saberes que se desarrolla en otros cursos, de tal
modo que generan falencias en este aspecto®.

Los procesos de razonamiento en los estudiantes de medicina, facilitan
el desarrollo de destrezas para solucion de problemas (Rancinh y
Candreva, 1995)°. Aspectos estos, que son necesarios para la practica
médica. Uno de los contenidos estadisticos que contribuye a la
formacidn del razonamiento médico, es el teorema de Bayes. Entonces
es prudente introducir en las escuelas de medicina la ensefianza y
aplicacion de la probabilidad subjetiva y del teorema Bayes en los
diagndsticos.

8 Tosleson, D. (1990). New pathways in general medical. The New England
Journal Of Medicine, Massachusett Medical Society.

9 Rancich, A. y Candreva, A. (1995). Razonamiento Médico: Factor de
problemas como estrategia de Ensefianza - Aprendizaje. Educacion
Médica Salud Vol 29 No. 3 -4. Recuperado el 9 de abril de 2014 en la URL:
http://hist.library.paho.org/Spanish/EMS/21763.pdf.

En 1763 se publicé An essay towards solving a problem in the
doctrine of chances™. En este articulo, Bayes estudi6 el problema de
la determinacién de la probabilidad de las causas a través de los
efectos observados, esto es la probabilidad de un suceso condicionado
por la ocurrencia de otro suceso. Con esto resolvio el problema "de la
probabilidad inversa"; su interpretacion, desde el punto de vista de la
aplicacion del Teorema de Bayes, en el proceso de diagnéstico, es que
la probabilidad a posteriori de un evento queda determinada por una
probabilidad a priori, que se determina a partir de un juicio clinico

inicial, que puede ser una valoraciéon subjetiva, basada en la
experiencia, 0o una medida de frecuencia, obtenida a partir de datos
estadisticos, por ejemplo las prevalencias de un evento. Este juicio
inicial se modifica por una informacién adicional derivada, por
ejemplo, de la aplicacion de algun criterio de diagnéstico. A pesar que
la esencia matematica del Teorema de Bayes, la adjudicacion de las
probabilidades a priori es un proceso en el cual el médico debe poner
en préactica su juicio clinico, su experiencia, el conocimiento adquirido
en su formacion y los resultados mas actuales de la investigacion
Biomédica. Este proceso permite fortalecer el desempefio del médico
en la practica profesional y unir la experiencia del profesional con los
resultados de las pruebas médicas para el diagnostico. Esta forma de
un unificar la experiencia, los resultados mas actuales de la
investigacion, con las evidencias clinicas facilita la aplicacion de los
principios de la Medicina Basada en la Evidencia.

La Medicina Basada en la Evidencial’ es un criterio que se
fundamenta en que las decisiones que corresponden a un uso racional,
explicito, juicioso y actualizado de los mejores datos objetivos
aplicados al tratamiento de cada paciente, en ella se requiere la
integracion de la experiencia clinica individual con los mejores datos
objetivos cuando se toma una decision terapéutica. Este criterio se
impone cada vez més en la actividad médica, y modifica la medicina
tradicional al promover que la practica médica se fundamente en datos
cientificos y no en suposiciones o creencias. Esta medicina se basa en
la lectura critica de la literatura biomédica y en la aplicacion de
métodos racionales, sustentado en los mejores datos, objetivos y en los
resultados mas actualizados de las investigaciones en el area, en la
toma de decisiones clinicas o terapéuticas. Al tratar un paciente,
siguiendo las pautas dictadas por la Medicina Basada en la Evidencia,
el médico tiene una cierta certeza sobre su estado. Esta certeza est
determinada por su experiencia y por los resultados e informacion
obtenidos de la literatura médica, sobre esta base él puede definir las
probabilidades a priori o prioris, después de la realizacion de los
procedimientos de diagnostico debe contrastar su juicio inicial con
estas evidencias y modificar su conocimiento inicial. Esta situacion es
un problema de célculo de probabilidades inversas y su solucion
queda determinada por la aplicacién del Teorema de Bayes. Aunque
los principios de la Medicina Basada en la Evidencia ganan adeptos
dia a dia, esta forma de proceder basada en el Teorema de Bayes no es
comun en los andlisis clinicos, pero su introduccion enriqueceria
sustancialmente la practica clinica.

Usualmente el teorema de Bayes es tratado en los cursos de
Bioestadistica en las Carreras de Medicina, pero su presentacion sigue
las pautas de los libros de Estadistica y en general no se vincula con
los problemas de la practica médica en el contexto de la Medicina
Basada en la Evidencia. El énfasis principal, en esos casos, es la
explicacion de las pruebas de diagnostico y el significado de los

10 Bayes, T. y Price, R. (1763). An essay towards solving a problem in the
doctrine of chances. Recuperable el 6 de febrero de 2016 en la URL:
http://rstl.royalsocietypublishing.org, p. 375.

11 Sackett, D., Rosenberg, W., Muir, J., Brian, R. y Richardson, W. (1996).
Medicina Basada en la Evidencia: Lo qué es y lo qué no. Basado en un
editorial de British Medical Journal. BM] 1996; 312 (13 enero): 71-2.
Recuperable el 5 de noviembre de 2014 en la URL:
http://www.infodoctor.org/rafabravo/mbe3.html#definicion
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valores probabilisticos, que se utilizan para caracterizar su desempefio
en el diagnéstico. En este sentido se impone el perfeccionamiento del
tema de Probabilidades, en el curso de Bioestadistica para Medicina.
Se debe lograr que en este proceso se prepare a los estudiantes para
perfeccionar las decisiones clinicas, a partir de un conocimiento de las
posibilidades de aplicacién del Teorema de Bayes en el proceso de
diagnéstico clinico.

Las valoraciones anteriores conducen al siguiente problema de
investigacion: ;como favorecer el proceso de ensefianza aprendizaje
del teorema de Bayes en el curso de Bioestadistica para los estudiantes
de medicina de la Universidad Antonio Narifio? Se precisa como
objeto de estudio: el proceso de ensefianza-aprendizaje de la
bioestadistica en la formacion médica.

Se infiere como objetivo general: implementar un modelo didactico
para fortalecer el proceso de ensefianza aprendizaje del Teorema de
Bayes, en los estudiantes de medicina de la Universidad Antonio
Narifio, en el marco de las aplicaciones a las pruebas de diagnéstico
en el contexto de la Medicina Basada en la Evidencia.

Se plantean como objetivos especificos:

 Identificar los elementos conceptuales basicos en la ensefianza del
Teorema de Bayes en las carreras de Medicina, haciendo especial
énfasis en los requerimientos que se derivan de las aplicaciones a
problemas de la medicina basada en evidencias.

» Modificar en el programa de la asignatura el Tema de
Probabilidades para adecuarlo a los requerimientos que demanda
el perfeccionamiento de la ensefianza del Teorema de Bayes.

» Elaborar los objetivos, habilidades y capacidades que deben
lograrse con la ensefianza del teorema de Bayes en el marco de sus
aplicaciones a las pruebas de diagndstico en el contexto de la
Medicina Basada en la Evidencia.

» Construir una coleccién de problemas retadores con aplicaciones
del Teorema de Bayes, que permitan el logro de los objetivos,
habilidades y capacidades que se determinen.

» Elaborar una serie de problemas complementarios dirigidos al
docente, para ser utilizado como notas de clases, que paute el
proceso de ensefianza aprendizaje del Teorema de Bayes y que
permita estandarizar a los profesores que dicten esta asignatura en
el enfoque pedagogico que se desea lograr.

Acorde con el objetivo, el campo de accion se enmarca en el proceso
de ensefianza-aprendizaje del Teorema de Bayes en la materia
Bioestadistica en la formacion médica.

Para el cumplimiento del objetivo y la solucién del problema, se
presentan la siguiente hipdtesis de Investigacion: La presentacion del
Teorema de Bayes en el curso de Bioestadistica en la Universidad
Antonio Narifio, en el contexto de problemas retadores, sobre la toma
de decisiones clinicas o terapéuticas, donde se utilicen los resultados
de pruebas de diagnéstico, contribuird a fortalecer las capacidades de
analisis de las evidencias por parte de los estudiantes de la carrera de
Medicina.

En aras de dar cumplimiento al objetivo y lograr resolver el problema
planteado, asi como para guiar el curso de la tesis fueron propuestas
las siguientes tareas de investigacion:

» Elaborar el estado del arte sobre el proceso de ensefianza
aprendizaje de la bioestadistica, especificamente del Teorema de
Bayes en la formacion médica.

« Determinar los fundamentos tedricos y metodoldgicos sobre el
proceso de ensefianza aprendizaje de la bioestadistica,
especificamente en la ensefianza del Teorema de Bayes, en el

marco de sus aplicaciones a las pruebas de diagnostico en el
contexto de la Medicina Basada en la Evidencia.

« Elaborar un modelo didactico para favorecer el proceso de
ensefianza-aprendizaje del Teorema de Bayes, en el marco de sus
aplicaciones a las pruebas de diagnoéstico en el contexto de la
Medicina Basada en la Evidencia.

» Elaborar una metodologia basada en el modelo, para su
implementacion en la préctica en los estudiantes de medicina de la
Universidad Antonio Narifio.

« Valorar la pertinencia del modelo propuesto y la viabilidad de la
implementacion de la metodologia en la préactica.

El aporte tedrico de la tesis esta dado en un modelo didactico, donde
se integra la resolucion de problemas retadores inmersos en
situaciones médicas, la contextualizacién al desempefio profesional
del médico y la medicina basada en evidencias, para favorecer el
proceso de ensefianza aprendizaje del Teorema de Bayes en los
estudiantes de medicina. Con el modelo se espera facilitar la
construccion de un significado robusto, sobre la tematica y asi mejorar
el razonamiento de los estudiantes de medicina, que le permitan tomar
las mejores decisiones para adquirir competencias en el manejo de
variables, generando hipétesis y realizando analisis y sintesis en todos
los procesos, que conllevan a la resolucién de un problema en el
campo de la medicina. Este proceso propicia la comprensién sobre las
aplicaciones del teorema de Bayes en el ambito de las ciencias
médicas.

El aporte practico de la tesis se basa en una propuesta didactica
sustentada en el modelo didactico para la ensefianza aprendizaje del
Teorema de Bayes. A deméas de una serie de talleres, para la
ensefianza aprendizaje del Teorema de Bayes en el aula, que propicie
la adquisicion de habilidades por parte de los estudiantes, en la
identificacién de las probabilidades a priori y posteriori, que le
permitan mejorar las perspectivas en la toma de decisiones en
problemas clinicos. A demés se pretende construir una coleccion de
problemas retadores con aplicaciones del Teorema de Bayes, que
permitan el logro de los objetivos propuestos.

La estructura de la tesis estd conformada por una introduccion, cinco
capitulos, conclusiones, recomendaciones, referencias bibliogréaficas y
anexos. En el Capitulo 1 se presenta algunas investigaciones
relacionadas con el este tema, los que se constituyen en referentes
fundamentales para el desarrollo del trabajo. En el Capitulo 2, se
presentan los fundamentos filos6ficos y psicoldgicos, consideraciones
sobre la resolucion de problemas y su aprendizaje; también aspectos
conceptuales sobre la Probabilidad Subjetiva. En el Capitulo 3 se
presenta la metodologia utilizada, los instrumentos de recoleccion de
informacion y las fases desarrolladas en este estudio. En el Capitulo 4
se describe el modelo didactico y su implementacion. En el Capitulo 5
se describen los resultados obtenidos al aplicar las fases del modelo
didactico a estudiantes de la carrera de medicina.

1. ESTADO DEL ARTE

En este Capitulo se abordan las investigaciones sobre el proceso de
ensefianza aprendizaje de la Bioestadistica, en particular del Teorema
de Bayes en el mundo y en Colombia.

1.1.El proceso de ensefianza aprendizaje de la estadistica en la
formacion médica

En este epigrafe se valoran los trabajos realizados por: Snee (1990),
Hogg (1992), Ferndndez (1996), Norman y Streiner (1996), Indrayan
(1996), Butler (1998), Wild y Pfannkuch (1999), Leung (2002),
Garfield, Hogg, Schau y Whittinghill (2002), Hassad (2009), Fmiles,
Price, Swift, Shepstone y Leinster (2010). Estos autores coinciden en
la importancia de la formacion estadistica en los estudiantes de
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medicina, para un mejor desempefio profesional. Este proceso le
permite indagar, cuestionar, razonar y a dar explicaciones a sus
planteamientos, dentro de la resolucién de un problema dado.

1.2.El proceso de ensefianza-aprendizaje del Teorema de Bayes en la
formacion médica

Aportan al proceso de ensefianza-aprendizaje del Teorema de Bayes
en la formacién médica autores como: Rossman y Short (1995), Nease
y Owens (1997), Iglesia, Leite, Mendoza, Salinas y Varela (2000),
Nendaz, Gut, Perrier, Simonet, Blondon, Herrmann, Junod, y Vu
(2006), Diaz y Fuente (2007), Diaz, De la Fuente y Batanero (2012),
Villarroel, Dos Santos e Hinojosa (2014), entre otros. En sus
investigaciones indican que este tema no es sencillo, pero necesario en
la formacion del médico, pues les permite tomar decisiones en proceso
de incertidumbre, incorporando cambios de creencias sobre sucesos
aleatorios, a medida que se adquieren nueva informacion. También
resaltan la existencia de intuiciones erroneas, sesgos de razonamiento
y errores de comprension en la aplicacion del teorema de Bayes.

1.3.El Teorema de Bayes en la medicina

Investigadores como: Lauritzen y Spiegelhalter (1988), Sahai (1992),
Silva y Benavides (2001), Mohan, Srihasam y Sharma (2008), entre
otros, resaltan la aplicabilidad del teorema de Bayes en los diferentes
campos de la medicina. Apuntan que en diferentes centros de
investigacion se trabaja de forma intensa en esta tematica, pero sus
resultados no llegan a la formacion del futuro médico, para mejorar la
formacidn del profesional en este campo.

2. MARCO TEORICO

En este capitulo se presenta los sustentos tedricos del trabajo,
comenzando por abordar los fundamentos filos6ficos y psicoldgicos, a
continuacion, se brindan los elementos de la teoria de la resolucion de
problemas, los referentes sobre la Medicina Basada en la Evidencia y
por ultimo el teorema de Bayes.

2.1. Fundamentos filoséficos y psicol6gicos

Con respecto a los fundamentos filosdficos se asume las posturas de
Lakatos (1978), Davis y Hersh (1988). Lakatos, en su Libro “Pruebas
y refutaciones” presenta un intercambio de opiniones, razonamientos
y refutaciones entre un profesor y su alumno. Donde demuestra que la
actividad matematica se puede construir a partir de un problema y una
conjetura. Los autores se centran en las diversas formas en las que se
adquiere el conocimiento matematico, afirmando que en cada instante
el estado de las experiencias es el resultado de motivaciones e
intereses del individuo, asi como de las interpretaciones y
posibilidades de las matematicas que conoce en ese instante. Por
medio de la experiencia matematica se llega a una “matematica ideal”,
a través de un trabajo en comunidad donde exista intercambio de ideas
llegando a un aprendizaje mas productivo.

Con relacion a los fundamentos psicologicos se asume la teoria de
Piaget, donde se considera que para la construccion del conocimiento
es necesario tener en cuenta los siguientes conceptos basicos:
esquema, estructura, organizacion, adaptacién, asimilacion,
acomodacion y equilibrio.

2.2. Resolucion de problemas

La definicion de problema ha sido abordada por diferentes
investigadores, entre los que se destacan Pdlya (1965), Rohn (1984),
Schoenfeld (1985), Mayer (1986), Ballester, S. y otros. (1992),
Campistrous y Rizo (1996), Sriraman y English (2010), Pochulu y
Rodriguez (2012), entre otros. Se asume la dada por por Campistrous
y Rizo (1996), ellos aducen que un problema es “... toda situacion en
la que hay un planteamiento inicial y una exigencia que obliga a

transformarlo.”*?. También se abordan las caracteristicas que tipifican
a cada una de las definiciones de problemas, se asume una definicion
acerca de resolucion de problemas y problemas retadores. En el
trabajo con la resolucion de problemas, varios son los autores que han
aportado estrategias o fases, entre los que se tienen Polya (1945),
Schoenfeld (1985), Blanco, (1996), entre otros. En esta tesis se asume
el modelo propuesto por Schoenfeld (1985), pues este permite un
trabajo cooperado, donde los estudiantes intercambien y socialicen sus
conocimientos, lo cual es propicio y favorece la ensefianza de la
medicina en la actualidad. Este modelo tiene las siguientes fases:
analizar y comprender el problema, disefiar y planificar una solucién,
explorar soluciones, y verificar la solucion.

En cada una de estas fases el docente debe considerar ciertas
preguntas heuristicas, que lleven a la resolucién del problema vy
apropiacion del contenido, a través del método heuristico, al ser
utilizado en las tablas de contingencias. EI método heuristico es aquel
“... mediante el cual se les plantean a los alumnos preguntas que
facilitan la busqueda independiente de problemas y soluciones de
estos, donde el maestro no le informa al alumno los conocimientos
terminados, sino que los lleva al redescubrimiento de las suposiciones
y reglas correspondientes de forma independiente™2. La utilizacion de
este método es necesario en el desarrollo de los cinco talleres. Las
preguntas heuristicas tienen un rol significativo en la resolucion de
problemas, pues permite desarrollar los procesos en las tablas de
contingencias. Las posiciones asumidas sobre la teoria de la
resolucion de problemas se imbrican al aprendizaje basado en
problema (ABP), el cual tiene significativa aplicabilidad en las
diferentes escuelas de medicina del mundo.

2.3. Medicina Basada en Evidencia

Maestre, Ocampo, Useche, y Trout (2012), afirman que la medicina
basada en evidencia (MBE) es un instrumento que utiliza el
conocimiento cientifico aprobado, que dan las investigaciones
clinicas, para conseguir los mejores resultados en los pacientes y esta
contribuye con la autoformacion médica. La MBE requiere la
integracion rigurosa de las mejores evidencias clinicas externas
posibles, obtenidas a partir de la investigacion sistematica, lo que se
refleja en la exactitud y precision de los métodos de diagndstico. Esta
conlleva a la eficiencia y seguridad de los procedimientos terapéuticos
a seguir, por esto la practica de la MBE lo que invalida son las
pruebas diagnosticas y estrategias terapéuticas previamente aceptadas
y las sustituye por nuevas practicas mas exactas, eficaces y seguras.

2.4. Probabilidad Subjetiva

Esta postura de la probabilidad, surgié por inconsistencias en las
aplicaciones de la definicion frecuencial de la probabilidad, se ha
desarrollo por las contribuciones de Finetti y Savage'’. En esta
concepcion la probabilidad es una medida de la certidumbre personal
acerca de la plausibilidad de un resultado aleatorio, en ella se asume el
grado de creencia o de certeza que tiene una persona acerca de la
ocurrencia de un suceso. La asignacion de la probabilidad se
determina por un juicio personal sobre la posibilidad de que el suceso
ocurra.

3. DISENO METODOLOGICO

En este capitulo se describe los elementos que justifican el paradigma
de la investigacion, se valora el alcance del estudio y se hace

12 Campistrous, L. y Rizo, C. (1996). Aprende a resolver problemas
aritméticos. La Habana: Pueblo y Educacién. p. 21.

13 Ballester, S. y otros (1992). Metodologia de la ensefianza de la
matemdtica, Tomo I. La Habana. Ed. Pueblo y educacién. p. 225.

14 Gregoria M y Morales A. (1995); Teoria de la probabilidad: Fundamentos,
Evolucién y Determinacion de Probabilidades; Tesis Doctoral no publicada;
Universidad de Complutense de Madrid.
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referencia a la poblacion y la muestra. La investigacion es cualitativa,
con un enfoque de investigacion accion, donde se plantean los
diferentes métodos tedricos y empiricos que se utilizan, para alcanzar
los resultados deseados. Por las caracteristicas del trabajo los métodos
estadisticos matematicos juegan un papel significativo en el andlisis y
obtencion de los resultados.

4. MODELO DIDACTICO

En este capitulo se presenta un diagnostico inicial, se abordan los
referentes de los modelos didacticos, se explicita el modelo didactico
para favorecer el proceso de ensefianza aprendizaje del Teorema de
Bayes y por ultimo se explica la propuesta didactica.

4.1. Diagnostico de la situacion inicial

El diagnostico tiene como finalidad conocer el estado actual del
proceso de ensefianza aprendizaje de la Bioestadistica, en particular
del Teorema de Bayes y sus aplicaciones en el campo de la medicina,
para esto se realizd un estudio con estudiantes y docentes que
imparten el curso de Bioestadistica en facultades de medicina.
Primeramente se realiza una evaluacién de conocimientos grupo
control para determinar las falencias que presentan los estudiantes.
Segundo se aplica una encuesta de actitud de los estudiantes de
medicina hacia la estadistica, al finalizar el tema del teorema de
Bayes, donde se determiné que los estudiantes mantienen una actitud
negativa hacia la utilidad de este teorema.

A continuacion se realiza una encuesta a docentes universitarios, que
impartan el curso de Bioestadistica en las facultades de medicina, para
conocer sus criterios del aporte del teorema de Bayes para la
formacion del futuro médico.

4.2. Fundamentos de los modelos didacticos

Diferentes autores aportan en sus estudios definiciones de modelo
didacticos: Sigarreta (2001), Escalona (2007), entre otros. Escalona
(2007) aduce que: “... un modelo didactico es una abstraccion del
proceso de ensefianza-aprendizaje, o parte de este, que fundamentado
tedricamente permite interpretarlo y establecer nuevas relaciones en
funcién de lograr perfeccionar dicho proceso™®. Esta definicién de
modelo didactico es la que se asume en esta tesis, que se dirige al
proceso de ensefianza aprendizaje del Teorema de Bayes.

4.3. Modelo Didéctico para la ensefianza aprendizaje del Teorema
de Bayes

El modelo didactico (Esquema 1) consta de tres fases fundamentales
interrelacionados entre si. Cada una de las fases posee sus respectivos
componentes. El grafico que se muestra en el Gréfico 1 es una
representacion que sirve para ilustrar las fases, componentes,
cualidades y relaciones esenciales del modelo. A continuacion, se
explican cada una de ellas junto a sus componentes.

15 Escalona, M. (2007). El uso de recursos informdticos para favorecer la
integracién de contenidos en el drea de ciencias exactas del preuniversitario.
Tesis en opcién al Grado Cientifico de Doctor en Ciencias Pedagbgicas.
Universidad de Ciencias Pedagégicas “José de la Luz y Caballero”, Holguin.
p. 65.
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Gréfico 1. Esquema del modelo didactico
4.3.1. Fase 1. Fundamentos y diagnéstico del modelo didactico

La fase 1 tiene tres momentos: referentes tedricos, contradiccion
externa y diagndstico permanente. Esta fase constituye la base del
modelo y es contentiva de la problematica a investigar. La
superposicion de estos momentos es fundamental para la generacion
de la nueva cualidad deseada en el modelo.

Los referentes tedricos son los fundamentos cientificos en que se basa
este modelo, los cuales son los siguientes: psicolégico, filoséfico,
mateméatico (Teorema de Bayes), didactico (Resolucion de
problemas), educacion médica (Medicina basada en evidencia y en el
aprendizaje basado en problema).

El momento del diagndstico, recogido en el epigrafe sefialado, permite
conocer cdmo se reflejan en la practica médica, las tendencias tedricas
valoradas. El resultado de las acciones anteriores y el estudio
epistemoldgico inicial realizado, permiten determinar la contradiccion
en su manifestacion externa entre el uso descontextualizado de los
fundamentos matematicos en el proceso de la ensefianza de la
bioestadistica y la demanda de una integracion de la Bioestadistica
con las practicas vivenciales de las ciencias médicas.

4.3.2. Fase 2. Resolucién del modelo didactico

La fase 2 del modelo tiene dos momentos, dirigidos a determinar la
contradiccion interna y la resolucion. La determinacion de la
contradiccidn interna, constituye el primer momento. Este proceso se
inicia con el planteamiento de la contradiccion en su manifestacion
externa, lo cual es un primer acercamiento, que va profundizandose a
través del andlisis epistémico valorado en el estado del arte y del
diagnéstico realizado a los estudiantes de medicina. Estos aspectos se
muestran en la primera fase del modelo. Para determinar la
contradiccién en su manifestacion interna, es necesario precisar los
factores que inciden negativamente en la ensefianza-aprendizaje del
teorema de Bayes, los cuales pueden resumirse en:

« Pobre desarrollo del dominio de los conceptos previos acerca de la
probabilidad, lo que incide negativamente en el andlisis correcto
de la ocurrencia de un evento.

Las preguntas heuristicas no activan lo suficiente el pensamiento
probabilistico, lo que impide un correcto analisis de la
informacion en las tablas de contingencia.
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» Los contenidos probabilisticos no tienen un significado y sentido
necesario para los estudiantes, por tal motivo no se comprenden en
el contexto de la medicina y de sus aplicaciones.

« No se aprovechan todas las posibilidades que ofrecen las
probabilidades para la resolucién de problemas, a través de la
medicina basada en evidencia, lo que impide una visién sobre su
utilidad en su desempefio profesional.

» El contenido probabilistico se imparte a través de metodologias
tradicionales, donde el estudiante es un simple receptor de
conocimiento.

« Es limitado el reconocimiento de un espacio muestral y sus
restricciones.

« Los estudiantes presentan dificultades en la apropiacion del
concepto de probabilidad condicional, lo cual conlleva a confusién
entre esta probabilidad y la conjunta.

» Es limitada la resolucién de problemas con muestreos, con
reemplazamiento, lo que conduce a la no identificacion de la
caracteristica de un espacio muestral.

» Existen limitaciones en la aplicacion del teorema de la suma y la
union de probabilidades, para obtener la solucion adecuada a un
problema.

* No reconocimiento de la probabilidad inversa de un fenémeno, lo
cual limita la comprension y utilidad del Teorema de Bayes.

« Dificultad en el reconocimiento de la distribucion de frecuencias
conjuntas y marginales, lo cual implica escasa habilidad en su
lectura.

Bajo estas condiciones es posible determinar la contradiccion en su
manifestacion interna, tiene lugar en la relacion entre los métodos de
ensefianza que no logran articular el valor de las evidencias, la utilidad
del Teorema de Bayes y el papel del pensamiento estadistico, y los
resultados del aprendizaje donde los estudiantes de medicina no se
apropian de forma significativa del conocimiento, no reconocen la
importancia y utilidad de dicho contenido y carecen de herramientas y
habilidades para su uso oportuno.

El alto nivel de complejidad del proceso de ensefianza y aprendizaje
del teorema de Bayes en un Modelo Basado en Evidencia y su
aplicacion en la préactica profesional del estudiante de medicina, son
contrarios dialécticos porque se oponen y presuponen. Se oponen
entre si como lados de la contradiccion por presentar diferente
naturaleza, el primero es de naturaleza psicolégica y el segundo es de
naturaleza metodoldgical®. Se presuponen porque el sistema
desaparece por la ausencia de uno de ellos. La oposicion entre los
mismos genera el desarrollo, la complejidad del proceso de ensefianza
y aprendizaje del teorema de Bayes en un Modelo Basado en
Evidencia se refleja en el desarrollo de la practica profesional del
estudiante de medicina. La aplicacion del Teorema de Bayes en la
practica profesional del estudiante de medicina desarrolla el proceso
de ensefianza y aprendizaje del Teorema de Bayes en un Modelo
Basado en Evidencia, creandose una espiral que lleva la contradiccion
hacia niveles superiores.

El segundo momento de esta fase dos, lo constituye la resolucion, la
cual presenta los siguientes componentes: contenido probabilistico,
métodos y procedimientos, componentes pedagdgicos y heuristicos,
resolucion de problemas, medicina basada en evidencia, y

16 Garcia, M. y Napoles, J. (2015). A dialectical invariant for research in
mathematics education. The Mathematics Enthusiast. Volume 12, Numbers
1, 2, & 3. Article 33. Recuperable el 3 de diciembre de 2015 de la URL:
http://scholarworks.umt.edu/cgi/viewcontent.cgi?article=1358&context=
tme

pensamiento estadistico. A continuacién, se explican cada uno de
ellos, sus funciones y las relaciones que se establecen entre estos.

4.3.2.1. Contenido probabilistico

El contenido es la parte de la cultura que debe ser objeto de
asimilacion por los alumnos, en el aprendizaje, para alcanzar los
objetivos propuestos. Es necesario destacar que el “qué” determina el
“como”, por tal motivo el contenido es un importante componente del
proceso de ensefianza y aprendizaje, y por tanto una categoria de la
didéctica. Por contenido se entiende el sistema de conocimientos,
habilidades y habitos, relaciones con el mundo y también aquellas
experiencias de la actividad creadora (Alvarez de Zayas, 1994).

El contenido probabilistico se refiere a toda la teoria de la
probabilidad que permite determinar la ocurrencia de un fenémeno
dentro de un contexto dado, donde se tiene en cuenta las leyes
matematicas, asi como los procedimientos, habitos y habilidades que
permiten operar con ese conocimiento. Este contenido es importante
durante el proceso de formacion del estudiante de medicina. Su
funcién se dirige a orientar el desarrollo del pensamiento estadistico, y
su contextualizacién a situaciones de la vida cotidiana en su
desempefio profesional, asi como a la interpretacion y comprension de
la literatura cientifica médica, para lograr una adecuada formacién del
estudiante de medicina.

El trabajo con el contenido probabilistico se dirige al desarrollo de las
habilidades comunicativas, resolucién de problemas y razonamiento
matematico. También se incluyen habilidades que son necesarias,
como condiciones previas para la utilizacion de métodos y
procedimientos, como por ejemplo la lectura e interpretacion de
tablas.

Para lograr un adecuado desempefio profesional en los estudiantes de
medicina, consciente de la aplicabilidad del Teorema de Bayes, es
necesario un robusto aprendizaje del contenido probabilistico, donde
se refleje el trabajo heuristico con las tablas de contingencia. Es
imprescindible y natural que lo heuristico salga a relucir, pues la
solucién al problema en su manifestacion interna debe orientarse hacia
el perfeccionamiento del método de ensefianza, esto conlleva a
transformar primero la practica profesional del docente para que
consecuentemente mejore el aprendizaje de los estudiantes. Para
cumplimentar lo antes planteado es importante que el profesor emplee
los métodos y procedimientos.

4.3.2.2. Métodos y procedimientos

Los métodos constituyen sistema de acciones, donde se regula la
actividad del profesor y de los estudiantes para lograr los objetivos, y
en estrecha relacion con la atencion de los intereses, motivaciones y
caracteristicas particulares de los estudiantes (Zilberstein, et al., 2003).
Segin Sriraman y English (2010) los docentes hacen uso y son
conscientes de los métodos que son reconocidos como validos en la
comunidad y precisa que los estudiantes necesitan que se le ensefien
€s0S métodos.

Desde un proceso de ensefianza-aprendizaje del teorema de Bayes
significativo, se requiere del uso de métodos donde los estudiantes
puedan observar, realizar experimentos y actividades demostrativas
con datos del contexto médico. Ademas, deben plantear hip6tesis y
contrastarla con los resultados obtenidos en la resolucion del
problema; de forma tal que logren elaborar conclusiones de la
aplicabilidad de este teorema en la practica, para mejorar su
desempefio profesional. Su funcion, es determinar los métodos y
procedimientos, para lograr un proceso ensefianza-aprendizaje
significativo del Teorema de Bayes, ademas de estimular y desarrollar
los procesos logicos del pensamiento estadistico. Los métodos y
procedimientos dinamizan al contenido geométrico, a la resolucion de
problemas, a la medicina basada en evidencia y desarrollan el

ACTA SIMPOSIO DE MATEMATICAS Y EDUCACION MATEMATICA — N° 2, Vol. 4, p. 1-86, 2017, ISSN 2346-3724

25



EL TEOREMA DE BAYES EN EL PROCESO DE FORMACION DE LOS ESTUDIANTES DE MEDICINA. UNA HERRAMIENTA PARA SU ACTUACION PROFESIONAL —

(EM062)

pensamiento estadistico y, a la vez, dichos componentes perfeccionan
y enriquecen su aplicacion. Los métodos y procedimientos propician:

« Dominio del contenido probabilistico, pues permite la blsqueda,
la experimentacion, transformacion y su contextualizacién al
ambito de la medicina basada en evidencia, para contribuir a su
solidez y generalizacién. Por su parte contenido probabilistico,
necesita de los métodos y procedimientos, para ofrecerles una
adecuada orientacion a los estudiantes. La relacion contenido
probabilistico y resolucién de problemas estd mediada por los
métodos y procedimientos.

» Desarrolla y estimula el pensamiento estadistico, pues este
propicia experimentar, formular y reformular hipétesis para
ofrecer un mejor diagndstico, lo cual conduce a descubrir y/o
redescubrir conceptos, para adquirir competencia en la toma
decisiones.

« Estimula y desarrolla la resolucion de problemas, pues la
utilizacién de métodos y procedimientos propicia la independencia
en la resolucion de problemas, logrando que el estudiante posea un
papel activo, para construir su propio conocimiento. En este
proceso el estudiante es un agente transformador, capaz de
resolver problemas contextualizados, donde utilice la mejor
informacion cientifica del &mbito médico, para lograr sus metas y
un adecuado desempefio profesional.

« Contribuye a la aplicabilidad de la medicina basada en evidencia,
pues favorece el uso racional, explicito y actualizado de los
mejores datos aplicados a un tratamiento médico, para favorecer la
busqueda del contenido probabilistico. Por otra parte, la medicina
basada en evidencia sirve de apoyo a los métodos y
procedimientos, pues propicia que los estudiantes se apropien de
los contenidos probabilistico.

En la tesis se utilizan métodos que promueven la actividad productiva
de los estudiantes. Cai (2003) y Goldin (2004) aducen que es
importante conocer qué tipos de pensamiento surgen en el proceso de
resolucion de problemas, que puedan ser evocado naturalmente,
ademas consideran necesario determinar las capacidades deseadas
para el desarrollo del razonamiento matematico, que le permiten al
estudiante ser flexible y ofrecer solucion a problemas interesantes.
Estas concepciones de Cai (2003) y Goldin (2004), se logran con
métodos que propician la intervencion directa de los estudiantes en la
elaboracién del conocimiento. EI método heuristico se encamina a
estos fines (Polya 1965, Ballester y otros 1992, Schoenfeld 1994, Cai
(2003), Goldin (2004), entre otros) y a su aplicacion.

Este método se dirige a conducir al estudiante hacia la bisqueda del
contenido probabilistico en el &mbito de la medicina. Con la
implementacion de este método se estimula en los estudiantes su
reflexion sobre la aplicabilidad del teorema de Bayes en la medicina,
ademas de orientarle para que indague, investigue y llegue a
conclusiones a través de preguntas heuristicas, que el docente debe
elaborarla con claridad y en correspondencia con el objetivo de la
actividad.

Entre métodos y procedimientos existe una relacion dialéctica, donde
es necesario considerar algunos aspectos, entre ellos: el objetivo de la
clase y las caracteristicas de los estudiantes, pues esto propicia que en
un momento dado un procedimiento pueda convertirse en método y
viceversa (Zilberstein 2004, Sriraman y English 2010). Entre estos
procedimientos figuran los heuristicos, que pueden utilizarse para
lograr aprendizaje de los contenidos probabilisticos y la independencia
del pensamiento estadistico. Los procedimientos heuristicos pueden
dividirse en principios, reglas y estrategias.

Los procedimientos heuristicos constituyen recursos mentales para la
busqueda del conocimiento probabilistico, que se dirigen a orientar y
obtener la via de solucion durante el proceso de resolucion de

problemas, particularmente en el contexto de la medicina. La
utilizacién de estos procedimientos propicia que los estudiantes se
apropiacion de conocimientos, destrezas, capacidades intelectuales y
habilidades en la extraccion de informacién de las tablas de
contingencias, y la puedan emplear en la solucién de problemas
practicos o en la toma de decisiones.

4.3.2.3. Resolucion de problemas

Un problema es una situaciéon en la que existe un planteamiento
inicial, donde se plantea una exigencia que obliga a transformarlo,
para la cual no se vislumbra un camino aparente y obvio que conduzca
a la solucién (Pélya 1965, Schoenfeld 1985, Campistrous y Rizo
1996, Sriraman y English 2010, Pochulu y Rodriguez 2012). Los
problemas que se proponen esta dirigidos a lograr que el estudiante
participe, construya, descubra y redescubra el conocimiento
probabilistico, y comprenda las aplicaciones del Teorema de Bayes en
la préctica médica, donde desarrolle un pensamiento critico y creativo,
a través del trabajo tanto individual como en colectivo.

La funcién de este componente radica en construir y apropiarse de los
nuevos conocimientos probabilisticos, que permitan desarrollar una
ensefianza-aprendizaje del teorema de Bayes y de sus aplicaciones
efectiva, de forma tal que los contenidos perduren en los estudiantes,
siendo capaces de aplicarlos en su desempefio profesional. En el
proceso de resolucion de problemas es necesario el trabajo con la
heuristica, pues este propicia una mayor comprension de los
problemas.

La heuristica aplicada al contenido probabilistico del d&mbito de la
Bioestadistica tiene como objetivo buscar las reglas y métodos que
llevan a la interpretacion, reinterpretacion y a los redescubrimientos
de los nuevos contenidos, a través de la elaboracién de principios,
reglas, estrategias y de las fases de la resolucion de problemas, que en
su conjunto propician la busqueda de vias de soluciones de los
problemas en el contexto de la medicina. El proceso de la resolucion
de problema, donde se hace uso de la heuristica y del trabajo con las
tablas de contingencias, propicia en el estudiante la independencia y el
desarrollo de habilidades para resolver problemas contextualizados al
ambito de la medicina, relacionados con el Teorema de Bayes. Este
proceso conduce al desarrollo del pensamiento estadistico. La
resolucion de problemas contextualizados a la medicina, posee para
los estudiantes ciertas ventajas que repercuten en su desempefio
profesional, ellas son:

« Lainteraccién con datos reales de su contexto.

» La participacion activa del estudiante en la obtencion del
conocimiento probabilistico.

» La posibilidad de crear espacios de interaccion que propician
observar, discutir, reflexionar, medir sus conocimientos, plantear
hipétesis de solucion, que permiten la construccion del
conocimiento robusto sobre el contenido probabilistico y el
desarrollo del pensamiento estadistico.

« Desarrolla la capacidad de extraer informacion significativa, que
le permita tomar las mejores decisiones en su desempefio
profesional.

La resolucion de problemas toma la informacion que brinda la
medicina basada en evidencia, este Gltimo constituye el proximo
componente de la fase de resolucion.

4.3.2.4. Medicina basada en evidencia

La medicina basada en evidencia es un instrumento que utiliza el
conocimiento cientifico que ofrecen las Ultimas investigaciones
clinicas para conseguir los mejores resultados en los pacientes. Su
funcion es dotar al médico de herramientas que le permitan tomar las
mejores decisiones dentro de los estudios clinicos. La medicina basada
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en evidencia tiene su incidencia sobre cada uno de los componentes
del momento de resolucion:

« A la resolucion de problemas le aporta informacion actualizada,
donde se propicia el uso de los recursos heuristicos, lo cual
permite una mejor comprension del problema sobre la base de
datos reales.

* Por su naturaleza propicia el desarrollo del

estadistico.

pensamiento

» Facilita ver la utilidad de los contenidos probabilisticos, en
particular de sus conceptos dentro de contextos reales a la practica
médica.

« A través de su informacion propicia que los estudiantes sean
capaces proponer métodos y procedimientos adecuados para la
resolucion de problemas.

4.2.3.5. Pensamiento estadistico

Se entiende por pensamiento estadistico la capacidad que tiene el
individuo para tomar decisiones a través de los datos obtenidos en una
investigacion y en procesos de incertidumbre. Este pensamiento se
basa en el dominio de los conceptos bésicos, proposiciones,
procedimientos estadisticos y ademas de habilidades para el trabajo
con datos, que les permita predecir hechos o comportamientos basados
en situaciones conocidas.

El dominio del contenido estadistico, en particular el teorema de
Bayes, contribuye a mejorar los procesos de razonamiento estadistico.
Su funcién es desarrollar a un nivel superior el contenido estadistico,
mejorar los niveles de intuicidon y los procesos de analisis, para
facilitar la resolucion de problemas del &mbito de la medicina en su
vida estudiantil y profesional.

El razonamiento estadistico propicia un analisis y una sintesis de lo
que este proporciona; pero también es abstraccién y generalizacion,
obtenida de ellos. Los resultados del razonamiento estadistico
(conceptos bésicos, definiciones, proposiciones, teoremas, formulas y
habilidades) se incorporan al proceso del pensar, producto de este
proceso se enriquece y se desarrolla este pensamiento a otro nivel de
complejidad. Este proceso tiene forma de espiral y propicia que el
estudiante pueda llegar a generalizaciones cada vez mas complejas, en
la medida que es capaz de revelar relaciones y conexiones del
contenido estadistico, con un mayor nivel de profundidad.

El razonamiento estadistico desarrolla la capacidad de tomar
decisiones frente a situaciones que presentan algin tipo de
incertidumbre. Un ejemplo lo constituye cuando el médico tiene que
tomar una decision de un tratamiento frente a un paciente donde la
prueba diagnostica es positiva.

El docente debe actuar en funcion de generar y organizar problemas
en el contexto de la medicina, que permitan a los estudiantes aprender
a pensar, y de esta forma contribuir al desarrollo del razonamiento
estadistico. Desarrollar este pensamiento propicio generar condiciones
que favorezcan en los estudiantes conjeturar y predecir, donde posean
la posibilidad de descubrir conceptos, definiciones, proposiciones y
férmulas de las probabilidades, y sus aplicaciones al ambito de la
medicina, para lograr un adecuado desempefio profesional. Esto
conlleva a un contenido probabilistico con un mayor nivel de
complejidad.

Un nuevo enfoque propicia desarrollo en los estudiantes de medicina
cuando se logra motivarlos para que puedan profundizar en los
contenidos probabilisticos necesarios para su desempefio profesional.
En este proceso se debe lograr que sean capaces de llegar a niveles
cada vez mas elevados en el dominio de los conceptos, proposiciones
y teoremas, para propiciar el desarrollo de un razonamiento estadistico
reflexivo y critico, respecto al contenido probabilistico y su

aplicabilidad al contexto de la medicina, mediante la resolucién de
problemas.

La relacion esencial sistémica entre los componentes de la fase de
resolucion se concreta en lo antes planteado. En esta relacion se
origina la formacién de la nueva cualidad: las tablas de contingencia
como mediaciéon didactica en la formacion de competencias en
estudiantes de medicina, resolviéndose de esta manera el problema
que genera la investigacion. El sistema, al entrar en accion, dinamiza
la contradiccién y potencia su desarrollo. La contradiccién, no
desaparece, ella se desenvuelve, a través de un movimiento en espiral,
donde en cada espira, los contrarios se oponen en un plano superior.
La Fase 3 estda formada por la propuesta didactica y su
implementacion.

Relaciones esenciales del modelo

Las relaciones constituyen la esencia de este modelo, lo caracterizan y
lo tipifican. Dichas relaciones presentan niveles cada vez mas
profundos de esencialidad. En el modelo se presentan cuatro grandes
relaciones.

» La primera relacion esta dada por las categorias que constituyen
los fundamentos tedricos del modelo. Estas categorias constituyen
las bases para el modelo y en su conjunto determinan una relacion
sistémica que caracterizan y tipifican el modelo didactico.

» La segunda relacién se presenta entre los dos lados de la
contradiccion externa como resultado del diagndstico. Se precisa
que la contradiccion externa es una consecuencia natural del
diagnéstico.

» La tercera relacion se presenta entre los dos polos de la
contradiccion interna. Expresa pares dialecticos entre un mismo
plano, que en su conjunto dinamizan el modelo didactico.

* La cuarta relacion se manifiesta entre los componentes del
momento de resolucion, pues en su interrelacion forman la nueva
cualidad, resolviendo la contradiccion. Esta nueva cualidad refleja
a las tablas de contingencia como mediacion didactica en la
formacion de competencias en estudiantes de medicina.

4.4. Propuesta de didactica

La propuesta didactica pretende relacionar e integrar cada uno de los
conceptos bésicos de probabilidad de forma tal que escalonadamente
consoliden el conocimiento de las nociones basicas de la disciplina y
creen las condiciones para una comprension efectiva de Teorema de
Bayes y de la Probabilidad Total. Esta propuesta se basa en la
importancia de la definicién de probabilidad condicional dentro del
proceso de demostracion del Teorema de Bayes. Para lograr estos
objetivos se propone utilizar las tablas de contingencia como un
modelo pedagdgico para comprender las relaciones entre sucesos y las
diferentes propiedades de la probabilidad; este modelo se estructura
sobre la base de una red conceptual que surge en el proceso de
investigacion de esta tesis (Grafico 2), en la que diferentes temas van
constituyendo una red heuristica que escalonadamente, segun la
secuencia metodoldgica que une los diferentes contenidos, va
propiciando el logro de los objetivos planteados anteriormente.

®
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Grafico 2. Integracion de los diferentes conceptos para el
desarrollo del modelo didactico.
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En la Tabla 1 se muestra la continuacién la demostracion del teorema
de Bayes utilizando las tablas de contingencia.

Tabla 1. Esquema de calculos reproduce la demostracion del
teorema Bayes.

P(B'Ay) P (B'Az). P(B/As) (1)

P =1 | P(A1) P(Az) P(A3) (2)

€2 Ay Az As 3)

B B A B Az BiAs 4

P(B) P(B fa A1 Suma de la fila | (5)

P(B) JVL

P(AiB)

(B Az (B
mn Az) 1(1n A3)

=
-

*2) (6)

(6)'suma de (6) | (7)

5. VALORACION DE LOS RESULTADOS

En este capitulo se realiza un andlisis de los resultados del sistema de
actividades para favorecer la ensefianza aprendizaje del Teorema de
Bayes. Los resultados se valoran desde el punto de vista cuantitativo,
donde se muestra desde lo cualitativo los diferentes elementos que
avalan esos resultados, a través de un estudio descriptivo. También se
ofrece una comparacion entre el grupo control y el experimental,
mediante la diferencia de proporciones para determinar si hubo
cambios significativos.

5.1. Anédlisis de los resultados del sistema de actividades para
favorecer la ensefianza aprendizaje del Teorema de Bayes

En este capitulo se describid la implementacion y la evaluacion de 6
talleres de ensefianza (Tablas de Contingencia, Probabilidad |,
Probabilidad 11, Independencia, Teorema de Bayes, Teorema de Bayes
1), los cuales conforman la propuesta didactica, que se sustenta en el
modelo didactico, para facilitar la ensefianza del Teorema de Bayes.

En la propuesta didactica se evidencia, que el uso competente de los
conceptos relacionados con la concepcion frecuentista de la
probabilidad, es de gran utilidad para una proporcion significativa de
estudiantes, pues superan las dificultades para valorar la importancia
del tamafio de la muestra a la hora de estimar la probabilidad de un
suceso. En este proceso asumen de manera reflexiva la
equiprobabilidad de todos los sucesos elementales asociados a un
experimento aleatorio y adquieren con propiedad el concepto de
independencia probabilistica.

Como resultado de implementacién de la propuesta didéctica se
resalta: primero, que los estudiantes utilizan sus propias deficiencias
para crear un nuevo conocimiento probabilistico, esto se observd
cuando se enfrentaban a un problema, que les permitia proporcionar
nuevas habilidades y proveer el contexto para discusiones con el
grupo relacionadas con el tema, lo que conlleva a un nivel superior en
el pensamiento probabilistico.

El segundo aspecto a resaltar es el desarrollo que presentan los
estudiantes en el manejo del vocabulario técnico de la estadistica, lo
que permite una mejor comprensiéon de los conceptos trabajados en
cada uno de los talleres.

El tercer aspecto, es la capacidad que desarrollaron los estudiantes
para extraer informacion de tablas de contingencia, para dar solucién a
los problemas planteados.

El cuarto aspecto, es la articulacion de los diferentes conceptos
probabilisticos que llevaron al estudiante de una forma natural a
construir el concepto de probabilidad subjetiva y condicional, que
permitieron comprender el uso del teorema de Bayes.

Los resultados indican que la metodologia propuesta para la
ensefianza contribuye también a generar actitudes positivas hacia la
probabilidad como marco til para resolver problemas y proporcionar
a los estudiantes una vision mas ajustada del proceso de construccion
de un marco tedrico cientifico.

CONCLUSIONES

El transcurso de la investigacion, sobre el proceso de ensefianza
aprendizaje del Teorema de Bayes, en los estudiantes de medicina de
la Universidad Antonio Narifio, permitié comprobar la hip6tesis de la
tesis y ofrecer una respuesta al objetivo. Los resultados obtenidos
propician destacar algunos elementos que resultan esenciales en éste
trabajo, ellos son:

El proceso de ensefianza aprendizaje de la estadistica en la formacién
médica ha sido investigado por Fernandez (1996), Leung (2002),
Indrayan (1996), Hogg (1992), Hassad (2009), Fmiles y otros (2010),
Espindola y otros (2013), entre otros. Estos autores realizan estudios
sobre la importancia de la ensefianza de la estadistica, identificando
los obstaculos cognitivos que presentan los estudiantes, proponiendo
modelos, metodologias y estrategias didacticas, para hacer la
estadistica mas asequible a los estudiantes. También como resultado
del andlisis que arrojan estas investigaciones, se puede concluir, que la
presentacion  realizada de los conceptos estadisticos es
descontextualizada, lo que implica que no haya una motivacion por
parte de los estudiantes y que la actitud de estos, no sea positiva, lo
cual conduce a que no se presente una disposicion a aprender y a
valorar la estadistica como una herramienta fundamental en su
formacion profesional.

La importancia de la ensefianza aprendizaje del Teorema de Bayes en
la formacion médica ha tenido relevancia para autores como: Nendaz
y otros (2006), Nease y Owens (1997), Diaz, De la Fuente y Batanero
(2012), entre otros. Como resultado de estas investigaciones, se puede
determinar que la ensefianza de la estadistica bayesiana es limitada en
las escuelas de medicina. Todo esto indica la necesidad de replantear
la ensefianza del Teorema de Bayes, donde se utilicen problemas
retadores y en contexto, que lleven al estudiante a tener conflictos
cognitivos, que le permitan tomar las mejores decisiones. A demas los
autores que se destacan en el estado del arte, indican la existencia de
intuiciones err6neas, sesgos de razonamiento y errores de
comprension en la aplicacion del Teorema de Bayes, y que su
ensefianza no es en ocasiones lo suficientemente amplia, como para
superar los obstaculos que presentan, con la propuesta del modelo y la
estrategia didactica en esta tesis, se demostr6 que estos obstaculos son
superados por los estudiantes, lo que conlleva a un cabio de actitud de
estos estadistica.

Los fundamentos filosoficos para el desarrollo de esta tesis se
sustentan en los trabajos de Lakatos (1978), Davis y Hersh (1988).
Donde se parte de la posicion de Lakatos, en el que demuestra que la
actividad matema@tica se puede construir a partir de un problema y una
conjetura. Por su parte Davis y Hersh se refieren a desarrollar una
reconstruccion de la matematica, a través de la necesidad histdrica.

En lo psicoldgico se consideran la posicion de Piaget, que parte de un
pensamiento formal, el cual estd presente en la poblacion de estudio
de esta investigacion, donde se pueden realizar proceso de
pensamiento de adaptacion, asimilacién, acomodacion llegando a un
equilibrio cognitivo.

En la investigacion se asumio la teoria de la resolucién de problemas
dada por Schoenfeld (1985), en particular las fases para su resolucion.
Con respecto a la heuristica se consideran los elementos planteados
por Polya (1965), Ballester y otros (1992), los cuales aportan que los
recursos heuristicos estdn dados por: medios auxiliares heuristicos,
procedimientos heuristicos y el programa heuristico general. En el
desarrollo de la propuesta didactica se da relevancia a la utilizacion
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del método heuristico, pues se plantea a los estudiantes preguntas que
facilitan la basqueda independiente de la solucion de los problemas, lo
que les permite construir su propio conocimiento y asi llegar una
robustez de los conceptos probabilisticos.

Con la investigacion se logra realizar un cambio en la actitud de los
estudiantes hacia la estadistica, pues como se evidencié dentro del
estado del arte, los estudiantes no le ven importancia a esta ciencia en
su desarrollo profesional. Un aspecto esencial para el cambio de esta
mentalidad por parte del estudiante es la Medicina Basada en
Evidencia (MBE), ya que por medio de esta se resalta la importancia
de la estadistica en la investigacién médica. En la tesis se toma la
MBE como referencia para la elaboracién de los problemas planteados
en los talleres, lo cual conlleva a que el estudiante evidencie la
aplicabilidad de cada uno de los conceptos probabilisticos, para
desarrollar un aprendizaje significativo y robusto. Estos resultados se
constataron a través de la encuesta de percepcion realizada al finalizar
la intervencion.

La tesis es de tipo cualitativo, con un enfoque de accidén participativa,
con algunos elementos cuantitativos, para la realizacion de los andlisis
de los resultados obtenidos en las dos etapas del proceso
investigacion. En los resultados finales se realizd una comparacion de
las pruebas iniciales de la primera etapa y final de la segunda etapa,
mediante el calculo de intervalo de confianza para la diferencia de
proporciones y se analizaron los cambios en cada uno de los
intervalos. En este proceso se observd, que en cada uno de los
conceptos probabilisticos y el manejo del Teorema de Bayes hubo un
cambio significativo, lo que indica que la propuesta didactica
sustentada en el modelo posibilitd un dominio del contenido en los
estudiantes, pues relaciono e integro los conceptos probabilisticos de
forma tal que se construyeron redes conceptuales que permitieron la
compresion del Teorema de Bayes y de la probabilidad total.

El diagndstico de la situacion inicial se estructuro en la evaluacion de
los conocimientos a un grupo control, en determinar la actitud de los
estudiantes de medicina hacia la estadistica y en conocer los criterios
de los docentes universitarios que imparten el curso de Bioestadistica
en las facultades de medicina. La triangulacién de estos métodos
permiti6 constatar que:

» La necesidad de crear metodologias necesarias para mejorar la
compresion de los conceptos probabilisticos, donde se generen
competencias en la lectura de tablas conjuntas, que seran
necesarias en la comunicacion cientifica de los futuros médicos.

« Es una necesidad mejorar la actitud negativa que mantienen los
estudiantes hacia la estadistica, a través de la utilidad del teorema
de Bayes, en la formacion del futuro médico.

» La necesidad de mejorar la percepcion de los docentes que
imparten el curso de Bioestadistica, pues muchos desconocen la
utilidad que puede tener el Teorema de Bayes en la formacién del
futuro médico, asi como en el desarrollo del razonamiento de los
estudiantes.

Se presenta un modelo didactico consta de tres fases interrelacionados
entre si. En la fase 1 se presentan los fundamentos tedricos del
modelo, el diagndstico y la contradiccion externa. En la fase 2 se hace
referencia a la contradiccion interna y al momento de resolucion, el
cual constituye la esencia del modelo, donde se posibilita la solucién
de la contradiccion y de la problemética inicial. En la fase 3 se
explicita la propuesta didactica y su implementacion. EI modelo
didactico tiene su salida en la practica, a través de una propuesta
didéctica, que se basa en interrelacionar los conceptos esenciales de
probabilidad y de la definicion de probabilidad condicional, para
permitir la integracion de redes conceptuales que facilitan las
condiciones para el conocimiento del Teorema de Bayes y de la
probabilidad Total.

El estudio de los resultados obtenidos a partir de los talleres revela el
caracter multidimensional de las diferentes heuristicas utilizadas por
los estudiantes en la solucion de los problemas. Cada una de las
estrategias  propuestas, ha permitido evaluar los diferentes
componentes de la probabilidad, encontrando respuestas que permiten,
observar los avances de los estudiantes y como iban construyendo las
redes conceptuales, que los llevaban a ir relacionado los diferentes
contenidos para elaborar la demostracion del Teorema de Bayes y la
probabilidad Total. A partir de estos resultados se ha podido
determinar algunos obstaculos que presentaron los estudiantes y como
los mismos problemas le permitian superarlos, una de las
caracteristicas de la metodologia basada en problemas.

En el desarrollo de los talleres los estudiantes reconocieron las
ventajas de utilizar las tablas de contingencia (La cual deviene en un
método de trabajo), porque aumenta su capacidad para el
autoaprendizaje y su capacidad critica para analizar la informacién
que les ofrecian cada uno de los problemas. Este método de las tablas
de contingencia les permite, encontrar procedimientos y estrategias
convenientes, que los involucren como elementos activos de su propio
aprendizaje, esto les permite tener mayor seguridad de los
conocimientos adquiridos, lo que eleva el nivel de motivacion de los
estudiantes, llevandolos a un aprendizaje significativo, principios
fundamentales del aprendizaje basado en problemas.

Al comparar los resultados de los estudiantes de los dos grupos
estudiados, se encontré que, efectivamente, la propuesta didactica,
sustentada en el modelo didéctico supone una mejora del mismo, no
solo por el aumento en la cantidad de estudiantes que utilizan
correctamente el Teorema de Bayes y la probabilidad Total, sino
también por el manejo de competencias que relacionan todos los
conceptos de probabilidad previos. Sin embargo, esta mejoria no se
produce de forma proporcional, pues se muestra que los avances se
producian tras la creacion de las heuristicas por parte de los
estudiantes, lo que permitié un enriquecimiento en los procedimientos,
definiciones, los argumentos, el lenguaje utilizado y el uso de
propiedades, relacionandolos con problemas asociados.

RECOMENDACIONES

La implementacion de la propuesta didactica sustentada en el modelo
didactico para fortalecer el proceso de ensefianza aprendizaje del
Teorema de Bayes, en los estudiantes de medicina de la Universidad
Antonio Narifio, en el marco de las aplicaciones a las Pruebas de
Diagndstico en el contexto de la Medicina Basada en la Evidencia,
requiere considerar 'y poner en practica las siguientes
recomendaciones:

» Profundizar en la aplicacion de la propuesta didactica a otras
tematicas de la Bioestadistica, como son los intervalos de
confianza y las pruebas de hipétesis, en la escuela de medicina.

« Motivar a los estudiantes de medicina por el estudio de la
Bioestadistica, en particular por la aplicacion del teorema de
Bayes dentro de la medicina basada en evidencia.

PUBLICACIONES DEL AUTOR.
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Resumen

La ensefianza aprendizaje de los nimeros complejos, en su mayoria,
se trabaja desde enfoques puramente deductivos, partiendo en muchos
casos de su definicion o presentado su contenido como un
conocimiento ya acabado, sin permitir al estudiante la construccion y
aplicacion de los conceptos subyacentes al de funcién de variable
compleja. Dicha situacién no es ajena al programa de Licenciatura en
Matematicas y Fisica de la Universidad de los Llanos.

Esta investigacion presenta un modelo didactico para la ensefianza-
aprendizaje del concepto de funcién de variable compleja mediante la
resolucion de problemas, que imbrica dichas teorias con base en tres
categorias fundamentales del proceso de ensefianza-aprendizaje,
determinadas por Leontiev en su teoria de la actividad: Fase de
Orientacion, Fase de Ejecucion y Fase de Control. Cada una de ellas
posee diferentes momentos que constituyen una metodologia de
caracter dindmico que sigue 4 pasos a saber: motivacion, adquisicion,
elaboracion vy fijacion-aplicacion. Cada una de estas etapas contiene
problemas que permiten el acercamiento a los conceptos por
aproximaciones sucesivas.

En el mismo sentido la metodologia propuesta establece el uso de
diferentes tipos de software que facilita la visualizacion de puntos,
rectas y subconjuntos, situaciones usadas por los estudiantes
participantes. La implementacion de la metodologia sustentada en el
modelo didactico propicia darle herramientas a los futuros docentes
para ejercer su labor, pues pueden poner en juego ideas abstractas y
resolver problemas, ademas de poder caracterizar representaciones,
operaciones, con el fin de mejorar sus formas de pensamiento y
actuacion profesional.

Abstract

Most complex numbers teaching learning is done from purely
deductive approaches, in many cases starting with definitions or
presenting its content as finished knowledge, withholding from the
student the opportunity to build-on and apply the underlying concepts
to the complex variable function. This situation is not foreign to the
Mathematics and Physics Bachelor’s degree at Universidad de los
Llanos.

This research presents an innovative model for teaching learning of
the complex variable complex through problem solving, which
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interlays these theories using three fundamental categories of the
teaching-learning process, as proposed by Leontiev in his Activity
Theory: Orientation Phase, Execution Phase, and Control Phase. Each
one has different moments that constitute a dynamic methodology that
follows four steps to know: motivation, acquisition, elaboration, and
fixation-application. Each of these stages has different problems that
allow the approach to the concepts through successive
approximations.

In the same sense, the proposed methodology establishes the use of
different types of software that facilitates the visualization of points,
lines and subsets, situations used by the participating students. The
implementation of the methodology based on the didactic model
provides the tools for future teachers to carry out their work, since
they can put into play abstract ideas and solve problems, besides being
able to characterize representations and operations, in order to
improve their thinking and professional performance.

INTRODUCCION

Aprender a conocer, a hacer, a convivir y a ser, constituyen pilares
basicos del aprendizaje que la educacion debe crear y desarrollar
(Delors, et. al, 1997). Son multiples los factores que dificultan el
proceso de ensefianza-aprendizaje de la matematica, entre ellos: la
falta de estrategias didacticas, metodologias, curriculos no retadores,
modelos educativos poco practicos, politicas sociales con escasa
efectividad, concepciones y creencias erréneas, entre otras.

Las investigaciones en educacién matematica, hace mas de 50 afios,
han centrado sus esfuerzos en determinar como debe desarrollarse el
proceso de ensefianza-aprendizaje de la matemética, en funcion de
lograr la aprehension y asimilacion de los conceptos matematicos y
favorecer el proceso de resolucion de problemas matematicos.

Investigaciones como las de Vinner y Hershkowitz (1980), Tall y
Vinner (1981), Grenier (1985), Sfard (1991), Balacheff (1997), Duval
(1999), entre otros, han sentado las bases para una teoria de los
conceptos matemaéticos, basados en la relacion entre la definicion de
concepto y su imagen. En esa misma direccion, Duval (1999) y Hitt
(2001), establecen que para la construccion de conceptos matematicos
no s6lo se deben presentar actividades con un Unico sistema de
representacion, sino que ademas, se debe plantear el paso contrario
entre los distintos sistemas, reiterando que es de esta manera se
favorece la construccion de los conceptos matematicos.

En relacion a la resolucién de problemas, Polya (1965), Falk (1980),
Kilpatrick (1985), Schoenfeld (1985, 1987, 1994), Mayer (1986),
Krulik, S. y Rudnik, J. (1987), Vergnaud (1990), Fridman (1991), De
Guzman (1991, 2001), Garret (1995), Puig (1996), Campistrous y
Rizo (1996), Lester y Kehle (2003), Cruz (2006), Sigarreta (2006),
Lesh y de Zawojewski (2007), Sriraman y English (2010), Pochulu y
Rodriguez (2012), entre otros, enriquecen la investigacion, ya que
establecen que el uso iterativo de tecnicismos, como algoritmos,
palabras claves, procedimientos, definiciones y memoria del
estudiante, predomina sobre el tratamiento de los conceptos, hecho
que impide el planteamiento, andlisis y solucion de problemas.

Adicional a ello, en dichas investigaciones, se declaran las dificultades
que presentan los estudiantes a la hora de enfrentar un determinado
problema y se proponen estrategias, fases y modelos para favorecer el
proceso de resolucion de problemas matematicos; sin embargo, las
dificultades dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje de la
matematica persisten. Colombia, no es ajena a esta problematica,
situacion que se refleja en los resultados de las pruebas externas
(LLECE, PISA, TIMMS, ver Anexo A) e internas (Saber 3°,5°9°,
Saber 11°y Saber Pro, ver Anexo A).

Dichos resultados se deben a distintos factores entre ellos, la poca
habilidad de los estudiantes para analizar y solucionar problemas
(ICFES, 2014). Situacion que pone de manifiesto la necesidad de

asumir e involucrar la resolucion de problemas como método integral
en la ensefianza-aprendizaje de la matematica; es decir, la resolucion
de problemas debe ser considerada como transversal a todo el disefio
curricular.

Adicional a ello se debe generar un contexto, en el cual los conceptos
y las actitudes hacia la matematica puedan ser favorecidos; de modo
que los estudiantes sean activos en la asimilacion de los
conocimientos y el desarrollo de habilidades y capacidades, en
palabras de Ernest (1989) "... la resolucién de problemas es la visién
de las matematicas como un campo en continua expansion dinamica
de la creacion y la invencion humana, un producto cultural... En esta
misma medida la resolucién de problemas para la ensefianza de las
matematicas, mejora las actitudes, comprensién y flexibilidad de
pensamiento™Y’.

Fischbein (1990) establece algunas lineas generales que se pueden
desarrollar en torno a la formacion de conceptos, en particular, expone
un conjunto de indicaciones para el tratamiento de problemas
relacionados con conceptos matematicos, tales como: el infinito actual
y potencial, Teoria de numeros especificando los irracionales y
complejos, entre otros. Se coincide con Falk (2015), cuando asevera:
“...en lo concerniente a un concepto matematico el aprendizaje es un
proceso de construccion de significado del concepto. El proceso de
construccion pasa por etapas donde el significado es construido.... El
proceso de construccion de significado se desarrolla en la actividad
de la solucidn de problemas, cada problema nuevo contribuye a mirar
el concepto en un nuevo contexto que enriquece su significado...
permite establecer las relaciones que cumple el concepto con otros
conceptos...” 8.

En particular, el porqué del tratamiento del concepto de funcién de
variable compleja, se fundamenta en las siguientes razones:

e El tratamiento de los ndmeros complejos, determina la continuidad
natural de los dominios numéricos; después de los reales, (Kline,
1972; Sigarreta, 2000).

o Crea las bases sobre el tratamiento de conceptos integradores para la
compresion de la matematica, como los hiperreales e
hipercomplejos.

e Las funciones de variable compleja estdn presentes en las bases
tedricas de toda la matematica superior y en sus aplicaciones
précticas.

De lo antes expuesto se infiere la importancia y necesidad de formar
nuevos maestros, que conozcan los fundamentos tedricos que
permitan relacionar, de manera exitosa, la resolucion de problemas
matematicos y la formacion de conceptos y, en particular, aquellos
especificos asociados con el concepto de funcién de variable
compleja. La importancia tedrico- practica del tema tratado, se
corrobora ya que estas tematicas han sido abordadas en eventos
cientificos tales como: International Congress on Mathematical
Education (ICME), en el Congress of the European Society for
Research in Mathematics Education (CERME), en la Conference of
the International Group for the Psychology of Mathematics Education
(PME), en las reuniones latinoamericanas de matematica educativa
(RELME), las Conferencias Interamericanas de Educacién
Matematica (CIAEM), en Encuentros Colombianos de Matematica
Educativa (ECME), entre otros.

Especificamente, en el ICME (1990), Vergnaud, definié los campos
conceptuales como conjuntos de situaciones cuyo analisis y

17 Ernest, P. (1989). The impact of beliefs on the teaching of mathematics.
Mathematics teaching: The state of the art, p. 249

18 Falk, M. (2015). Mathematics and Cognition. Seminario Pensamiento
Matematica y Educacién Matemdtica. Universidad Antonio Narifio. 28 de
marzo de 2015, p. 6
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tratamiento requieren de varios tipos de conceptos, procedimientos y
representaciones simbdlicas; concluye que los maestros requieren de
una mejor comprension de la interconexién entre los conceptos, las
competencias, los simbolos y situaciones para el desarrollo del
conocimiento matematico a largo plazo.

En el CERME 2013, los trabajos de Fernandez, Rico y Ruiz, indagan
sobre los significados del concepto de limite finito de una funcién en
un punto. Mota, Rada y Estarada (2013), resaltan la ensefianza del
concepto de linea tangente. Hausberger, trabaja sobre el concepto de
Homomorfismo. Por Gltimo, Schlarmann, se refiere a la comprensién
conceptual. Se considera que el aporte de estos trabajos cientificos, se
dirige a caracterizar diferentes conceptos matematicos, desde la
practica en el aula, sin establecer una metodologia 0 modelo didactico
especifico para el tratamiento de estos topicos.

Buehler (2014) presenta como Girolamo Cardano, adquiere el
concepto de nimeros complejos, haciendo una fuerte critica a la teoria
del desarrollo conceptual de Christopher Peacocke, estableciendo la
necesidad de enfrentar contraejemplos, tomando la construccién social
del conocimiento, como un marco para la comprension en la
adquisicion de conceptos.

Pardo y Gémez (2007) presentan un estudio sobre la problemética de
la ensefianza-aprendizaje de los nimeros complejos, tomando como
modelo el de Filloy (1999), denominado Modelos Tedricos Locales
(MTL). Sus resultados establecen que los estudiantes universitarios
presentan dificultades e inconsistencias al responder a diferentes
tareas planteadas, mostrando que es aconsejable el uso de la historia
como un elemento para el aprendizaje del nimero complejo.

De Vleeschouwer, Gueudet y Lebaud (2013) realizan una
investigacion acerca de la ensefianza-aprendizaje de los ndmeros
complejos en los primeros cursos universitarios. Presentan diferentes
tareas haciendo uso de diferentes representaciones; concluyen, que
existen dificultades en el transito por estos sistemas y en particular
con la representacion geométrica, sugieren que esta Ultima requiere de
una ensefianza especifica. En el articulo no se ofrece ningin modelo
didactico para solventar o enfrentar las dificultades encontradas.

Gray y Tall (2001) determinan tres formas de construir conceptos
matematicos que han sido utilizadas en teorias axiomaticas formales:
desde la percepcion de objetos y sus propiedades; desde las acciones
que se simbolizan y sus propiedades; y desde esquemas de actividades
y sus propiedades. Sin embargo, estas tres diferentes formas de
construccion del concepto, tienen en comun su tratamiento,
esencialmente, inductivo. Se considera que dichas formas pueden ser
integradas, desde el punto de vista metodoldgico, a través de un
tratamiento dentro del proceso de resolucion de problemas.

En la literatura revisada, se carece de un modelo didactico para la
formacion de conceptos de la teoria de funciones de variable
compleja, a través de la resolucion de problemas matematicos.
Igualmente en las investigaciones desarrolladas sobre la ensefianza-
aprendizaje de los niUmeros complejos, en su mayoria, se trabaja desde
enfoques puramente deductivos, partiendo en muchos casos de su
definicion o presentado su contenido como un conocimiento ya
acabado, sin permitir al estudiante la construccién y aplicacion de los
conceptos subyacentes al de funcidn de variable compleja.

Dicha situacion no es ajena al programa de Licenciatura en
Mateméticas y Fisica de la Universidad de los Llanos; por lo tanto, en
ésta investigacion, se realiza un estudio para la elaboracion y
aplicacién de un modelo didactico que favorezca el proceso de
formacidn del concepto de funcion de variable compleja, a través de la
resolucion de problemas, con estudiantes de quinto semestre de dicha
licenciatura. EI modelo, estd sustentado en los aportes que desde el
punto de vista tedrico ha desarrollado la concepcidn dialéctica y que

en la practica ha potencializado el Enfoque Histérico Cultural de
Vygotsky (1988).

En la literatura cientifica, son limitados los antecedentes; sin embargo,
se han ubicado estudios acerca de la formaciéon de conceptos, la
resolucion de problemas y la ensefianza-aprendizaje del ndmero
complejo y de las funciones de variable compleja. A través de la
aplicacion de métodos empiricos como la observaciéon en clase,
encuestas a los estudiantes y profesores y la experiencia de la
investigadora, se pudo constatar como insuficiencias las siguientes:

e Son limitados los conocimientos previos que poseen los estudiantes
acerca del nimero complejo y por ende de la funcion de variable
compleja.

e Son escasos los sistemas de representacion, para la construccion del
concepto de nidmero complejo y en consecuencia de la funcién de
variable compleja.

e Es limitado, en general, el empleo de métodos que induzcan a la
actuacién productiva de los estudiantes para el dominio de
conceptos matematicos.

e Las actividades asignadas en el aula no propician la
experimentacion, busqueda y exploracion en el estudio del nimero
complejo y el de funcién de variable compleja, donde se logren
procesos metacognitivos.

o La construccion del concepto de funcidn de variable compleja, no se
introduce a partir de los conocimientos existentes y de las
experiencias en la vida, relacionada con la temética.

e Se carece de una adecuada integracion, entre la resolucion de
problemas y la formacion de conceptos para el tratamiento del
concepto de funcion de variable compleja.

Las valoraciones anteriores y el estudio tedrico inicialmente realizado,
permiten determinar la contradiccién en su manifestacion externa,
entre las précticas de aula para la formacion del concepto de funcion
de variable compleja y la aplicacion de un modelo didéctico que
integre la resolucion de problemas y la formacion de conceptos en el
tratamiento de dicho concepto. La contradiccion conduce al siguiente
problema cientifico de la investigacion: Como utilizar las
potencialidades de la resolucion de problemas para favorecer el
proceso de formacion del concepto de funcion de variable compleja?

El objeto de estudio de la investigacion es el siguiente: el proceso de
ensefianza-aprendizaje del concepto de funcién de variable compleja
en el nivel universitario. En funcion de resolver el problema planteado
se propone como objetivo general: elaborar un modelo didéctico para
favorecer la formacion del concepto de funcién de variable compleja,
a través de la resolucion de problemas. Se precisa como campo de
accion: el proceso de formacion del concepto de funcion de variable
compleja a través de la resolucion de problemas en el nivel
universitario. Para el cumplimiento del objetivo, se formulan las
siguientes preguntas cientificas:

e ;Qué fundamentos tedricos son necesarios para elaborar una
metodologia para favorecer la formacion del concepto de funcion de
variable compleja, a través de la resolucion de problemas?

e ;Qué elementos matematicos y metodoldgicos de la resolucion de
problemas y el tratamiento de conceptos matematicos, son
necesarios para elaborar un modelo didéctico para favorecer la
formacion del concepto de funcion de variable compleja a través de
la resolucion de problemas?

e ;Qué modelo didactico favorece el proceso de formacion del
concepto de funcion de variable compleja a través del proceso de
resolucion de problemas?
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e ;COmo analizar la viabilidad de dicho modelo didactico en la
practica docente?

En aras de dar cumplimiento al objetivo y, en particular, a las
preguntas planteadas fueron propuestas las siguientes tareas de
investigacion:

1. Determinar el estado del arte asociado al proceso de ensefianza y
aprendizaje de la funcion de variable compleja.

2. Determinar el mapa conceptual asociado al concepto de funcién
de variable compleja, que seran tratados a través del modelo
didéctico.

3. Fundamentar epistemolégicamente y matematicamente los
procesos de evolucién y de ensefianza-aprendizaje de la funcién
de variable compleja.

4. Determinar elementos metodoldgicos asociados a la imbricacion
entre la resolucion de problemas y el tratamiento de los conceptos
matematicos.

5. Elaborar un modelo didactico para la ensefianza-aprendizaje del
concepto de funcién de variable compleja, a través de la
resolucion de problemas.

6. Determinar la viabilidad de un modelo didéctico por medio de una
metodologia sustentada a través de un sistema de actividades, que
permita la formacion del concepto de funcién de variable
compleja, a través de la resolucion de problemas.

El aporte practico radica en una metodologia sustentada en el modelo
didactico, que permite la formacion del concepto de funcion de
variable compleja, a través de la resolucion de problemas
matematicos. La constitucion de herramientas y estrategias para la
recoleccién de informacion y validacion de la propuesta. Adicional a
ello, se aporta un sistema de actividades dirigido a la formacion del
concepto de funcion de variable compleja a través de la resolucion de
problemas.

El aporte tedrico consiste en un modelo didactico de caracter
holistico para la ensefianza-aprendizaje del concepto de funcién de
variable compleja mediante la resolucién de problemas matematicos.
Es de destacar el caréacter integrador del modelo propuesto, debido a
que desde el punto de vista tedrico ofrece los fundamentos basicos
para el desarrollo de futuras investigaciones enfocadas a la formacion
de conceptos mateméticos a través de la resolucion de problemas y
viceversa.

La tesis consta de introduccidn, cinco capitulos, conclusiones,
recomendaciones y anexos. En el primer capitulo se realiza un analisis
del estado del arte. En el segundo, se explicitan los fundamentos
tedricos. En el tercer capitulo, se expone la metodologia de la
investigacion. En el cuarto capitulo se presenta y explica el modelo
didactico y una metodologia a partir de un sistema de actividades. En
el quinto capitulo se valida el modelo didactico generado y se realiza
una valoracion de la implementacion del sistema de actividades en la
practica.

En el CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE se abordan temas
relacionados con las relaciones entre: formacion de conceptos y la
resolucion de problemas. En las investigaciones consultadas se
encuentra amplia bibliografia sobre la resoluciéon de problemas, la
formacion de conceptos, teoria de la actividad, procesos de ensefianza-
aprendizaje de los nimeros complejos, variable compleja y funciones
de variable compleja. Estas investigaciones establecen un marco de
referencia en el desarrollo de la investigacion; dichas investigaciones
se centran en primera instancia a la formacion de conceptos; entre ellos
Rubinstein (1967) da importancia a los sistemas de representacion y el
uso de ejemplos y los no ejemplos, situacion a la que D” Amore (2001)
establece que no solo a través de maltiples representaciones se logra el

aprendizaje de un concepto, sino que ademas se necesita de la logica;
de igual manera Falk (2015), determina la importancia del proceso de
construccion del significado del concepto y de los problemas retadores.

Otros se centran en la formacién de conceptos de diferentes topicos
matematicos entre ellos, Veldzquez, y otros (2004), Gonzalez (2005);
de otra parte investigaciones como las de Schoenfeld (1992),
Rodriguez, Sigarreta y Ruesga (2006), permiten determinar la
importancia de la resolucion de problemas como eje fundamental de
las matematicas. En esa misma direccion Morales, y otros (2014),
exponen que la actividad matematica se centra en la resolucién de
problemas, tomando los aportes del enfoque histérico-cultural,
desarrollados dentro de la teoria de la actividad

En adicion, autores como Angel, Polola, Fernandez y Bortolotto
(2004), Mena, Rojas y Vindas (2011), Bueno, Mora, Alvarez y Nardin
(2012) y otros establecen métodos de trabajo en el aula, a través de
unidades didacticas o sistemas de actividades que segin exponen,
permiten facilitar el proceso de ensefianza-aprendizaje haciendo uso
de la resolucién de problemas para la formacién de conceptos. Para
ellos la resoluciéon de problemas es un proceso transversal que
proporciona de contexto a los conceptos, con el fin de favorecer el
aprendizaje significativo de estos.

De otra parte investigaciones relacionadas con la ensefianza-
aprendizaje del concepto de funcién de variable compleja, realizadas
por Pochulu (2012), Duke, y otros (2008) y Yan, y otros (2011), entre
otros, se enfocan en el significado de los conceptos, sus dificultades,
solucién de problemas y representaciones.

Cabe destacar que en la revision de la literatura cientifica realizada, se
carece de un modelo didactico que permita la formacion de conceptos
de la funcién de variable compleja mediante la resolucion de
problemas; pero aportan en gran medida al planteamiento y puesta en
marcha del modelo didactico propuesto.

En el CAPITULO 2. MARCO TEORICO estan dado por los
fundamentos filosoficos que la concepcién dialéctica ofrece, el
enfoque historico-cultural de Vygotsky (1995) en sus fundamentos
psicopedagogicos. Metodoldgicamente por la teoria de la actividad de
Leontiev (1983) y la formacién de conceptos de Galperin (1995); las
cuales permiten enriquecer y determinar la estructura y puesta en
escena del modelo en la practica. Cabe destacar, que en cuanto a la
resolucion de problemas, se toma como base el trabajo realizado por
Polya (1965) y De Guzman (2001), con quienes la autora concuerda
en la definicion de problema, categorizacion y resolucion. Los
fundamentos matematicos tienen en cuenta no sélo el concepto y
definicion de funcidn de variable compleja sino ademas, los conceptos
subordinados, colaterales y superiores, subyacentes a este.

En el CAPITULO 3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION, se
asume el paradigma de investigacion que sustenta la tesis, ademas es
donde se precisa la poblacion y la muestra. También se valoran los
diferentes métodos a nivel tedrico y empirico (Instrumentos y técnicas
aplicadas), asi como los métodos estadisticos, utilizados en el analisis
de los resultados.

La presente investigacion se ubica en el paradigma de investigacion
cualitativo interpretativo, mediante un estudio de caso Unico
descriptivo teniendo en cuenta que se describe la situacion observada
dentro de un grupo de estudiantes de quinto semestre de la
Licenciatura en Matematicas y Fisica de la Universidad de los Llanos
perteneciente, al curso electivo variable compleja del periodo Il del
afio 2016.

Dentro de los métodos y técnicas de investigacién se tienen las
siguientes: a nivel tedrico; el histérico-l6gico, andlisis-sintesis, la
modelacion y el método sistémico-estructural. A nivel empirico; la
observacion participante, encuestas, entrevistas y los métodos
matematicos estadisticos.
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Estos instrumentos y métodos propios de la investigacion, permiten
establecer el modelo, la metodologia y el sistema de actividades.

El CAPITULO 4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS; en la
consecucion del modelo didactico se tiene en cuenta en primera
instancia, los fundamentos filoséficos, psicolégicos y matematicos
descritos en el Capitulo 2, ademas de los referentes tedricos que se
tienen acerca de los modelos didacticos y se plantea como modelo
didactico, “la estructuracion sistémico-practica del proceso de
ensefianza-aprendizaje, para incidir en la formacion integral del
estudiante”. En la elaboracidn de este modelo se tuvo en cuenta: como
basamento teérico la concepcién dialéctica, los fundamentos
psicopedag6gicos y matematicos, que constituyen elementos valiosos,
donde se sustenta el modelo. En segundo lugar, la estructuracién del
proceso de ensefianza-aprendizaje de la funcion de variable compleja
hacia la busqueda activa y dindmica del conocimiento en el estudiante,
a través de un sistema de actividades, desde posiciones reflexivas que
estimulan el desarrollo del pensamiento y la independencia
cognoscitiva. En tercer lugar, la metodologia sustentada en el modelo
didactico favorece la formacion de conceptos sobre funcién de
variable compleja, a través de la resolucion de problemas y propicia el
desarrollo de los procesos l6gicos del pensamiento y el dominio de los
contenidos tedricos necesarios, en la medida en que se produce el
aprendizaje de los conocimientos matematicos. En cuarto lugar el
transito del nivel actual o inicial que poseen los estudiantes, hasta el
nivel que se aspira; asi como la estimulacion de la necesidad de
aprender funcion de variable compleja, teniendo en cuenta los
intereses. Ademas, el vinculo del contenido funcién de variable
compleja con la practica social. De igual forma, el elemento
dinamizador del modelo se desarrolla en la etapa de ejecucion, al
interactuar las cuatro categorias presentes en la metodologia propicia
la construccion de un robusto concepto de funcién de variable
compleja, contribuyendo a la solucién del problema cientifico
planteado.

La propuesta de modelo didactico que se presenta, considera las tres
categorias fundamentales del proceso de ensefianza-aprendizaje,
determinadas por Leontiev en su teoria de la actividad, a saber: Fase
de Orientacion, Fase de Ejecucion y Fase de Control. Cada una de
ellas posee diferentes momentos que constituyen parte de la
metodologia y por ende del modelo a desarrollar.

Desde este punto de vista la aproximacion a un concepto superior, se
hace de manera paulatina y permanente en forma de “espiral”, donde
cada concepto subordinado, colateral y superior, alcanza grados de
complejidad cada vez mas avanzados.

En la Figura 1, se puede observar los diferentes niveles de
comprensién de un concepto y cdmo a través de aproximaciones
sucesivas y cada vez mas complejas el estudiante va acercandose al
concepto de variable compleja.

Cada uno de estos niveles deja observar el paso de las diferentes ZDP,
ademas del uso del diagnéstico como parte del proceso metodoldgico;
el sistema de actividades como un eje que traspasa de manera
ascendente a la metodologia; el sistema de evaluacién y control que
brinda informaciéon para el mejoramiento y seguimiento de los
conceptos. De igual forma esta metodologia posee como eje central el
modelo didactico disefiado, al cual pertenece también la metodologia
(ver Figura 1).
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Figura 1. Relacién metodoldgica para la construccion de
conceptos por aproximaciones sucesivas.

Las actividades desarrolladas se encuentran directamente relacionadas
con la metodologia, es decir, dichas actividades se formulan de la
siguiente manera: titulo de la actividad, objetivo, sugerencia
metodoldgica, motivacién, adquisicion, elaboracion, fijacion-
aplicacion y unas conclusiones de la actividad. La actividad 1 llamada
Unidad imaginaria, la actividad 2. Representaciones, la actividad 3.
Operaciones, la actividad 4. Potencias, la actividad 5. Raices la
actividad 6. Conjunto de puntos en el planoC vy la actividad 7.
Funciones de variable compleja.
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Figura 2. Modelo didactico para la formacion del concepto de variable compleja.

En el CAPITULO 5. ANALISIS Y DISCUSION DE LOS
RESULTADOS se presentan los resultados de las actividades
realizadas a la luz del modelo didactico y su metodologia; para
estructurar la informacidon proveniente del andlisis se procedié a
enumerar a los estudiantes participantes de (E1, E2, E3,..., E10) y se
crearon escalas de valoracién cualitativas basadas en la clasificacion
que realizan Ballester y otros (1992), sobre los niveles de desarrollo
de los conceptos, haciendo un aporte sobre las caracteristicas de éste
frente a la resolucion de problemas como se muestra a continuacion en
la tabla 1.

De igual forma se nombraron los problemas como P.M.n, donde M
corresponde a la motivacion, P.A.n a problemas de adquisicién, P.E.n
a los de elaboracion y P.F.n a los problemas que corresponden a la
etapa de fijacidn-aplicacion, la n es el nimero del problema en cada
etapa de la actividad.

Tabla 1. Escalas de valoracion cualitativas basadas la caracterizacion
de los niveles de desarrollo de los conceptos mediante la resolucion de

problemas.
NIVEL DE CARACTERIZACION
SOLUCION
Analisis- El estudiante analiza los grupos o conjuntos de objetos en

Abstraccion funcién de sus propiedades comunes; luego determina cuales
de esas caracteristicas son esenciales, forma conjuntos mas

(A-A). complejos y elaborados, basandose en las propiedades.

La caracterizacion permite que el estudiante determine la
presencia 0 no del concepto superior y las relaciones
existentes con otros conceptos (colaterales y subordinados) en
los problemas propuestos.

Discriminacion-
Identificacion

El estudiante determina qué propiedades del nivel anterior,
pueden extenderse al resto de los elementos de un conjunto, se
deducen e inducen las propiedades fundamentales a la
(D-1). totalidad de los elementos del conjunto.

Identifica el concepto como parte de la solucién de un
problema, donde se puede apreciar caracteristicas necesarias y
suficientes o aquellas en donde algunas caracteristicas sean
modificadas de tal manera que el estudiante compara y
establece similitudes en cuanto a cada problema y la relacién
con el concepto.

Sintesis- El estudiante determina las caracteristicas esenciales, la
Concrecion estructura o el sistema de la totalidad de los elementos se
5-0) sintetiza el proceso y puede construir una definicion.

Aplica el concepto frente a problemas en nuevos contextos,
donde el uso de diferentes sistemas de representacion permite
que el estudiante establezca las relaciones entre los conceptos
superiores con los subordinados o colaterales, conduciendo a
nuevos problemas en donde se pone a prueba el concepto.

Como se puede observar, en cada actividad hubo una serie de
problemas que llevaron al estudiante bajo un hilo conductor a la
comprension de diferentes conceptos asociados al de funcion de
variable compleja como es: unidad imaginaria, representaciones de los
numeros complejos, operaciones con numeros complejos, potencias,
raices, lugares geométricos y funcién de variable compleja; todas ellas
introducidas desde el punto de vista geométrico y en algunos casos,
haciendo uso de videos y diferentes software que permitieron la
visualizacion de la situacion.

Durante el desarrollo de las actividades se logrd establecer que los
estudiantes a medida que resolvian los problemas en cada actividad,
mejoraban la comprension de dos conceptos indispensables, el de
numero complejo y funcion de variable compleja, es asi, que en el
desarrollo de las actividades se preguntaba al final como control, qué

ACTA SIMPOSIO DE MATEMATICAS Y EDUCACION MATEMATICA — N° 2, Vol. 4, p. 1-86, 2017, ISSN 2346-3724

36



MODELO DIDACTICO PARA LA FORMACION DEL CONCEPTO DE FUNCION DE VARIABLE COMPLEJA MEDIANTE LA RESOLUCION DE PROBLEMAS — (EM056)

concepto tiene sobre nimero complejo y cual es el concepto que tiene
sobre funcion de variable compleja. Se pudo observar que el 70% de
los estudiantes tuvo una mejoria frente a los conceptos, a partir no
s6lo de sus escritos sino de sus expresiones verbales y no verbales en
el desarrollo de los problemas, solo 3 estudiantes no lograron pasar del
nivel de analisis abstraccion al de sintesis- concrecion, esto debido al
bajo compromiso que tenian y a los niveles basicos de matematicas
con los que cuentan. Un analisis de las encuestas realizadas en la etapa
de diagndstico, muestra que estos 3 estudiantes expresaron no dedicar
mucho tiempo a la resolucién de un problema y ser poco responsables;
situaciones que no ayudan al desarrollo de las actividades.

Por otra parte, al analizar las actividades con la aplicacion de la
estrategia, se identificd6 que se alcanza a comprender mejor el
concepto, pues en cada etapa del proceso de asimilacién se trabajaron
actividades especificas. Algunos resultados son los siguientes: En la
etapa de motivacion: aunque los estudiantes mostraron gran
dinamismo en el desarrollo de las actividades, es en esta etapa donde
la mayoria de los estudiantes obtuvieron un nivel de andlisis —
abstraccion, esto debido a que era la primera aproximacion al
concepto a tratar.

En la etapa de adquisicion: en esta etapa se orientd el trabajo hacia
temas conocidos para la resolucion de problemas, que permitieron la
discusion sobre las caracteristicas esenciales del conjunto de los
numeros complejos, en esta etapa se logra alcanzar niveles de sintesis
— concrecion, debido a que permiten hacer aseveraciones Yy
conclusiones sobre algunos conceptos.

En la etapa de elaboracion: los 10 estudiantes logran identificar las
soluciones a los problemas propuestos, debido a que muchos de ellos
permitian establecer comparaciones entre los nimeros complejos y los
reales, sin embargo, para algunos es tan arraigado el tema de las
funciones en variable real que 3 de ellos en un primer instante no
logran comprender el mapeo de muchas funciones, dificultandoseles
las actividades.

En la etapa de fijacidn-aplicacion: en esta etapa la mayoria de los
estudiantes tuvieron éxito en la solucién y justificacion de los
problemas propuestos, como situaciones dentro de la misma
matematica y con problemas que relacionaban los nimeros complejos
y la fisica.

De acuerdo a lo establecido, podemos afirmar, que hacer el
tratamiento mediante la puesta en practica de la estrategia, se arrojan
elementos que garantizan favorecer los procesos de asimilacion,
ademds, las etapas comprendidas en dicho proceso, permiten la
evaluacion durante el proceso y en caso de ser necesario, reorientar la
actividad. De esta manera, podemos afirmar que al Ilevar acabo el
modelo didactico, mediante la metodologia propuesta, se han
encontrado elementos que permiten concluir que la estrategia
metodoldgica, favorece los procesos de asimilacion de los conceptos,
en especifico aquellos asociados a las funciones de variable compleja.

CONCLUSIONES

El proceso investigativo sobre la formacion del concepto de funcion
de variable compleja mediante la resolucion de problemas, en
estudiantes del quinto semestre de la Licenciatura en Matematicas y
Fisica de la Universidad de los Llanos, corrobora la hipotesis
planteada en la tesis y ofrece una respuesta al problema objeto de
investigacion. Los resultados obtenidos propician destacar algunos
elementos que resultan esenciales en éste trabajo, ellos son: que el
proceso de ensefianza- aprendizaje del concepto de funcion de variable
compleja, ha sido abordado por diferentes autores desde tres
perspectivas:

1. Tedrica: la formacién de conceptos.

2. Resolutiva—procedimental: la resolucion de problemas.

3. Analitico funcional; el estudio de la funcion de variable
compleja desde la Variable Compleja.

Adicional a ello en la literatura revisada se pudo constatar las
siguientes regularidades: que el aprendizaje de un concepto se logra a
través de mdaltiples representaciones y de la légica; se brindan
importancia al proceso de construccion del significado del concepto y
de los problemas retadores, ademas de ello se proponen actividades
que favorecen la formacion de conceptos mediante la resolucion de
problemas y se centran su atencion en el significado de los conceptos,
sus dificultades, solucion de problemas y representaciones.

Las investigaciones valoradas en el estado del arte sirvieron como
base y referentes, pues se toman elementos que imbrican las tres
aristas para la presente tesis. También se concluye que son escasos los
trabajos que tienen en cuenta las relaciones existentes entre resolucion
de problemas y formacién de conceptos, y se carece desde la teoria de
un modelo didactico para la formacién del concepto de funcién de
variable compleja a través de la resolucion de problemas.

La tesis se sustenta desde el punto de vista filos6fico en la concepcién
dialéctica, pues esta ofrece la teoria, que a través del dialogo y la
discusion, permite descubrir el contenido matemético mediante la
exposicion y confrontacién de razonamientos y argumentaciones. Los
sustentos psicopedagdgicos estdn dados por el enfoque Histérico-
Cultural de Vygotsky y sus seguidores, asumiéndose de este la zona
de desarrollo préximo, la ley de la doble formacién de las funciones
psicoldgicas y la teoria de la actividad. Ambos fundamentos son
béasicos en la construccion del modelo didactico y le brindan robustez.

El trabajo con la formacién de conceptos matematicos es importante
para lograr un proceso de ensefianza - aprendizaje robusto de la
matematica, en particular de las funciones de variable compleja, pues
éste le propicia tratar los conceptos de objeto, de relacion y de
operaciones, asociados esencialmente al pensamiento abstracto, el cual
estd basado en conceptos, juicios y razonamientos. Los conceptos en
el estudiante no se forman de manera inmediata, son el resultado de un
proceso que puede estructurarse, en tres niveles: Analisis-Abstraccion,
Discriminacion-Identificacion y Sintesis-Concrecion.

La teoria de la resolucion de problemas, en particular los problemas
retadores constituyen uno de los pilares basicos para el trabajo con la
formacion del concepto de funcién de variable compleja. La
implementacion de la estrategia de Polya (1965) en el momento de
resolucion de cada uno de los problemas: orientacion hacia el
problema, trabajo en el problema, solucion del problema, y la
evaluacion de la solucion y de la via; centrada en el apoyo de la
heuristica, propicia la construccion robusta de dicho concepto.

La investigacion se sustenta en el paradigma cualitativo interpretativo.
Los instrumentos y métodos utilizados durante el desarrollo de la
investigacion, permiten establecer el modelo didactico, elaborar la
metodologia sustentada en el modelo y elaborar e implementar un
sistema de actividades, para favorecer la formacion del concepto de
funcién de variable compleja.

El modelo didactico propuesto se ha estructurado en funcién del
aprendizaje del alumno, es decir, en ella se prioriza el proceso de
asimilacion por etapas de los conceptos asociados al de funcion de
variable compleja y se concibe que él mismo, ha asimilado los
conceptos si logra establecer una solucion a los diferentes problemas
propuestos en las etapas de: motivacion, adquisicion, elaboracion y
fijacion- aplicacion. Cada una de las propuestas de solucion se
analizaron segun tres niveles de formacion del concepto: Analisis-
Abstraccion, Discriminacidn — Identificacion o Sintesis- Concrecion.

El modelo permite estructurar la formacion del concepto de funcion de
variable compleja hacia la bdsqueda activa, dindmica vy
transformadora del conocimiento en el estudiante, mediante un
sistema de actividades, donde fundamentalmente se utiliza la
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tecnologia, la historia de las matematicas como recurso didactico, la
representacion geométrica y procedimientos heuristicos, desde
posiciones reflexivas que propician el desarrollo del pensamiento
matematico y de la independencia cognoscitiva.

El principal resultado alcanzado en esta investigacion es la
elaboracién de un modelo didactico, para tal fin se disefi6 una
metodologia que permite dinamizar el modelo y un sistema de
actividades estructurado en 4 etapas: motivacion, adquisicion,
elaboracién 'y fijacion-aplicacién, que conjuntamente con la
metodologia posibilitaron la concrecion del modelo en la préactica, a
través de la resolucién de problemas para la formacién de conceptos.

La realizacion de cada una de las etapas permite favorecer los
procesos de internalizacion del conocimiento sobre los conceptos
asociados al de funcion de variable compleja. Por esta razén en cada
etapa se propusieron actividades que a la vez se corresponden con la
elaboracién por etapas de las acciones mentales, y para su desarrollo
se utilizé una estrategia integradora de resolucién de problemas que se
apoya en los postulados de la formacién de conceptos mediante tres
niveles.

La estrategia metodoldgica acierta frente al diagndstico realizado, el
cual permitio establecer el tipo de problemas frente al contenido
matematico del concepto, en él se propone una nueva estructura para
el tratamiento del concepto de funcién de variable compleja, desde el
punto de vista geométrico, atendiendo a las relaciones conceptuales de
los conceptos asociados (colaterales, subyacentes y superiores) al de
funcion de variable compleja

Las actividades estan estructuradas en cuatro etapas, que establecen un
orden para la puesta en practica, de manera que el proceso se hace mas
estructurado, situacion que es necesaria para un buen aprendizaje;
ademds de ello incluye herramientas tecnoldgicas para la puesta en
escena de las representaciones visuales de los problemas, situaciones
problema que ponen en juego conocimientos anteriores para la
construccion de nuevos conceptos, aplicaciones para facilitar la
fijacion y la generalizacion de conceptos y una serie de preguntas que
permiten llevar un hilo conductor.

Por otra parte, es necesaria una formacion sélida sobre el contenido
matematico del concepto, lo que permite entender el sentido de cada
una de las actividades que se han propuesto e identificar qué se logra
con cada una de ellas, y como la resolucion de problemas finalmente
permite al alumno la formaciéon de conceptos por aproximaciones
sucesivas.

Luego de llevar a cabo el desarrollo de las actividades, se arrojaron
elementos que permiten determinar situaciones sobre los procesos de
asimilacion del concepto de funcién de variable compleja a través de
la puesta en escena de la estrategia metodoldgica, donde se identifico
en los alumnos los siguientes resultados: los procesos de motivacion
son esenciales cuando se abarcan temas relacionados con la
matemética, la incorporaciéon de una via mixta permite al docente
tener diferentes perspectivas frente a como abarcar el contenido, el uso
de situaciones problema ayuda a los estudiantes a una mejor
comprensién de los conceptos, aproximadamente un 70% alcanz6 un
nivel dptimo frente a la comprension no solo del concepto de funcién
de variable compleja, sino de los conceptos asociados a este, la
evaluacion frente al concepto de nimero complejo, representacion y
funcién de variable compleja se puede apreciar a medida que las
actividades abarcan problemas de mayor complejidad.

El empleo de las TICs en la formacion de conceptos y en especial en
los procesos de ensefianza-aprendizaje en el nivel universitario, ofrece
maltiples ventajas en el mejoramiento de los deferentes procesos de
asimilacion de conceptos, procedimientos que se tratan en el proceso
de ensefianza aprendizaje de la Matematica, debido a que permiten la

visualizacion y por ende la asimilacién de conceptos abstractos sobre
la base de imagenes o representaciones que las TICs proporcionan.

El aprendizaje de propiedades geométricas de las funciones en
variable compleja, conlleva serias dificultades en la ensefianza
tradicional, por lo cual, el uso de diferentes software facilita la
visualizacion de puntos, rectas y subconjuntos, situaciones usadas por
los estudiantes participantes. En el aprendizaje de la matematica
universitaria, la tecnologia juega un papel importante y mas ain en
programas de licenciatura, porque permiten darle herramientas a los
futuros docentes para ejercer su labor, pues pueden poner en juego
ideas abstractas y resolver problemas, ademas de poder caracterizar
representaciones, operaciones, con el fin de mejorar sus formas de
pensamiento.

El uso de un modelo didactico y una metodologia acorde a esta, como
la propuesta en esta tesis, mejora los procesos de ensefianza-
aprendizaje de conceptos mediante la resolucion de problemas, no
solo de temas relacionados con las funciones de variable compleja,
sino otros temas de las matematicas, se deja al lector, la posibilidad de
aplicar dichas actividades y poner en préctica el modelo propuesto
mediante su metodologia.

RECOMENDACIONES

La implementacion de la metodologia y del sistema de actividades
sustentado en el modelo didactico para fortalecer la formacién del
concepto de funcion de variable compleja mediante la resolucion de
problemas, en estudiantes del quinto semestre de la Licenciatura en
Mateméticas y Fisica de la Universidad de los Llanos, requiere
considerar y poner en préctica las siguientes recomendaciones: se debe
favorecer el proceso de ensefianza-aprendizaje del concepto de
funcion de variable compleja, como por ejemplo el tratamiento que se
le da en los textos, requiere tener en cuenta la relacion entre los
objetos matematicos y sus aplicaciones utilizando, esencialmente, una
determinada definicion.

Para lograr mayor éxito al llevar a la practica la metodologia, es
necesario un cambio casi total de los paradigmas que prevalecen en
los profesores de Matematicas y mas aun de las licenciaturas, pues la
metodologia tiene varios componentes y elementos que van
fundamentalmente, dirigidos al profesor, los cuales deben ser
asimilados como requisito fundamental.

El Integrar las TIC en los procesos de ensefianza aprendizaje de las
matematicas al nivel de educacion superior, pues coadyuvan en la
comprension y formacion de conceptos, también favorece el proceso
de la visualizacion en la resoluciéon de problema, que en el caso del
trabajo con variable compleja es necesario debido a su caracter un
poco abstracto.

El desarrollo de trabajos conjuntos y el uso de la dialéctica como eje
fundamental de los procesos de ensefianza-aprendizaje permiten la
formacion integral del estudiante y el mejoramiento de aspectos
esenciales en la personalidad, tanto del maestro como del alumno, es
asi, que la responsabilidad, el comunicarse con el otro, el respeto por
las opiniones y el conocimiento matematico, se hacen presentes en el
desarrollo de las actividades que proponga el maestro.

De igual forma quedan abiertos temas relacionados con la teoria de
funciones en variable compleja, el uso de modelos didacticos en los
procesos de ensefianza aprendizaje en el nivel universitario, el disefio
de modelos de formacién docente que permitan a los futuros docentes
tener herramientas no s6lo matematicas, sino pedagdgicas y didacticas
que les permitan desenvolverse como maestros del area.
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Resumen

El presente estudio tuvo como objetivo analizar el impacto que
genera el método heuristico de Lakatos en la educaciéon matematica.
Concretamente, se obtuvieron resultados importantes al considerar
dicha heuristica junto con la resolucion de problemas retadores
como metodologia en un curso de matemdticas discretas para
estudiantes de ingenieria de sistemas y licenciatura en matematicas.
Se lograron resultados en cuanto a la implicacion de la heuristica en
el desarrollo del pensamiento matematico, en la actitud del
estudiante, en la construccion de demostraciones matematicas y
como herramienta eficaz para la resolucion de problemas.

Por otra parte, la investigacion permitié aportar, en el contexto de la
educacion matematica, al importante debate acerca de si las
matematicas es resolver problemas o demostrar teoremas que

considera tanto la postura filoséfica de Celucci acerca de la
naturaleza de la matematica y la postura cientifica de Gowers acerca
de las dos culturas inmersas en matematicas, la que prioriza la
resolucion de problemas y la que privilegia la construccion de teoria,
y con ello aclarar el papel que desempefian y como se
interrelacionan el entendimiento de teoria, la construccion de
demostraciones matematicas y la resolucion de problemas singulares
en el &mbito de la educacion matematica.

Abstract

This study had as objective analyzing the impact that causes the
Lakatos heuristic method in the math education. Specifically, it
offered important results when considering this heuristic with the
resolution of challenging problems as the methodology used in
discrete math for system engineering students and math degree.
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Results were achieved about the implication of the heuristic on the
development of mathematical thoughts, on the student’s attitude, on
the construction of mathematical demonstrations and as an effective
tool to solve problems.

On the other hand, the study provided, in the mathematical education
context, to the important debate about if math is solving problems or
demonstrating theorems that consider the philosophical posture of
Cellucci about the math nature and the scientific posture of Gowers
about the two engaged cultures in math, the one that prioritizes the
resolution of problems and the one that favors the theoretical
construction, and with that clarify the role that they play and how they
relate to the understanding of the theory, the construction of
mathematical demonstrations and the resolution of singular problems
in the field of mathematical education.

INTRODUCCION

En la presente investigacion se consideran centrales las teorias e
investigaciones que colocan la resolucién de problemas como factor
importante dentro del quehacer del matematico, asignando un papel
subordinado a aspectos mas memoristicos 0 mecanicos que
tradicionalmente han dominado en el saldn de clase, considerando que
éstos se deben abordar y aprender en el contexto de la resolucién de
problemas y no como fines en si mismos. Por ejemplo, el algoritmo de
la adicion por si solo puede ser efectuado por una calculadora o
computador sin mayor esfuerzo del usuario, pero en el proceso de
solucion de problemas retadores e interesantes puede suceder que no
solo se ejercita el algoritmo, sino que se buscan y obtienen otros
beneficios como analizar, generar estrategias, motivar a pensar, y por
ende desarrollar el pensamiento matematico.

Por ofra parte, se considera el papel de la demostracion en el
aprendizaje de la matematica. Se ha evidenciado la gran dificultad que
acarrea llevar un proceso de demostracion en los estudiantes que
aprenden matematicas; esta dificultad se debe no sélo a la complejidad
implicita del proceso sino también a la manera como esta constituido
el curriculo y como el docente aborda la situacion de ensefianza.
Balacheff afirma al respecto: “;Cémo se ensefia la demostracion?
Generalmente se hacen demostraciones delante de los estudiantes y
luego se les pide hacer lo mismo.”®

La presente investigacion relaciona estos dos aspectos, la resolucion
de problemas y la demostracion, relacion que se logra a través de la
teoria propuesta por Lakatos, el método heuristico descrito en su obra
Pruebas y refutaciones. Se resalta la manera en que Lakatos hace
notar la forma como se construye, se justifica y evoluciona la
matematica. Es evidente que su obra tiene implicaciones didacticas;
son estas implicaciones las que motivan al autor de esta tesis hacia una
investigacion que tiene como objetivo analizar la influencia que tiene
el método de pruebas y refutaciones sobre el desarrollo del
pensamiento matematico, la resolucién de problemas y la construccién
de demostraciones formales. La investigacion se llevara a cabo con
estudiantes de licenciatura en matematicas que se encuentran entre el
sexto y octavo semestre y otros estudiantes inscritos en un curso de
matematicas discretas, y para ello se desarrollard un curso completo
con un disefio preciso.

Dos aspectos importantes a tener en cuenta en la investigacion son el
andlisis de la relacién entre resolucién de problemas, el método de
pruebas y refutaciones, y el desarrollo del pensamiento matematico,
por una parte, y el analisis de la influencia del método de Lakatos en
la construccidn de una demostracion.

19 Balacheff, N. (2000). Procesos de demostracion en los alumnos de
matematicas. Bogota: una empresa docente y Universidad de los
Andes.

La tesis esta estructurada de la siguiente manera: una introduccién, un
capitulo 1. Estado del arte, un capitulo 2. Marco te6rico, un capitulo 3.
Modelacion y disefio de actividades, un capitulo 4. Analisis y
valoracién de los resultados, Conclusiones, Recomendaciones,
Bibliografia y referencias y Anexos

Justificacion

“Existe evidencia en la literatura de educacion matematica que el
método de pruebas y refutaciones de Lakatos puede ser (til para
examinar la produccion de conjeturas de los estudiantes y los procesos
de construccion de la demostracion”?. Atkins (1997) por otra parte
afirma que el método de pruebas y refutaciones proporciona una
estrategia motivadora para involucrar a los estudiantes en la solucién
de problemas creando un ambiente en el cual los estudiantes razonan
matematicamente, comunican matematicamente, y hacen conexiones
matemaéticas?..

Godino (1997) afirma que “el interés por la ensefianza de la
demostracion parece justificado por el papel esencial de los procesos
de validacién en la propia matematica, y el bajo nivel que muestran
los estudiantes en la comprension y elaboracion de demostraciones”.
Desde la experiencia del autor de la presente tesis, tanto en la etapa de
estudiante como la de docente de mateméticas, se considera que la
construccion de una demostracion es una de las tareas mas dificiles de
llevar a cabo y que esto se debe en buena parte a los procesos
cognitivos involucrados, como es el de generalizar y el de abstraer, los
cuales considera Tall (1991) pertenecen al pensamiento matematico
avanzado.

Varios autores declaran la importancia de vincular la demostracién
matematica en el curriculo, (Balacheff, 1987; Hanna, 2000; Godino,
1997), y el tema sigue siendo de actual importancia en la comunidad
de educacioén matematica. Por ejemplo, se ha abordado en importantes
eventos y congresos, tal como en el reciente Estudio ICMI (2009)
cuya conferencia tuvo lugar en la ciudad de Taipen (Taiwén) y cuyo
titulo es “Proof and Proving in Mathematics Education”. La
apreciacion del propdsito o funcion de la demostracion en el aula de
clase difiere entre distintos autores. Gila Hanna es enfatica en el rol
que desempefia la demostracion como un vehiculo que promueve la
comprension matematica en los estudiantes. Nicolas Balacheff por
otra parte se centra en la demostracion como un tema esencial y
especifico de la matematica y asegura que la mayoria de estudiantes
fracasa en la construccion de una demostracion. Por otro lado, el
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) en su
publicacion Principles and Standards for School Mathematics
reconoce el razonamiento y la demostracion como aspectos
fundamentales de las matematicas, alli se afirma que desde muy
temprana edad los estudiantes deben entender la importancia de
justificar cualquier afirmacion matematica ademas de discernir qué
argumentos son adecuados y aceptados desde un punto de vista
cientifico.

Es importante resaltar algunos aspectos claves sobre la ensefianza de
la demostracion. El primero es que existe una preocupacion de la
comunidad cientifica en investigar mas profundamente el tema. Hanna
(2007) argumenta que el rol de la demostracion a nivel secundario esta
perdiendo su importancia y por consiguiente es necesario encontrar
diferentes maneras de ayudar a los estudiantes a mejorar sus
habilidades y la comprension que ellos necesitan. En via contraria a
Hanna, hay un acuerdo entre algunos educadores matematicos en
asegurar que la demostracion en la escuela aparece Unicamente en el

20 Karakus, F., & Biitlin, M. (2013). Examining the method of proofs and
refutations in pre-service teacher’s education. Bolema: Boletim de
Educagdo Matemdtica, 27(45), 215-232.

21 Atkins, S. L.(1997). Lakatos’ Proofs and Refutations comes alive in an
elementary classroom. School Science and Mathematics, Corvallis, v.
97, n. 3, p. 150-154, Mar. 1997.
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estudio de la geometria euclidiana. Y, por otra parte, en ocasiones las
metodologias de ensefianza obstaculizan el avance hacia un adecuado
y correcto aprendizaje de la demostracion. Por ejemplo, como lo anota
Balacheff, son muchos los docentes que se han limitado a presentar
una demostracion formal en el tablero con el proposito de que sus
estudiantes imiten el procedimiento. Esto no permite que el estudiante
explore, conjeture y descubra, sino es un modelo que se torna dificil
de comprender, que pretende tratar la demostracion como si fuera un
proceso sistematico, y que se aleja del objetivo de desarrollar el
pensamiento matematico del estudiante.

La presente investigacion tiene como uno de sus propdsitos analizar el
proceso de demostrar del estudiante, y una de las hipdtesis es que este
proceso se mejora ostensiblemente a través de la heuristica de Lakatos
expuesta en Pruebas y refutaciones, la cual contribuye a establecer
modelos para la ensefianza de la demostracion, el cual a su vez es,
como anteriormente se afirmd, un aspecto fundamental de interés para
la comunidad de educadores matematicos.

Ahora bien, otra hipétesis referente a la funcién de la heuristica de
Pruebas y refutaciones es que se puede ampliarla al campo de la
resolucion de problemas. La resolucion de problemas es una, sino es
la més, importante actividad para el desarrollo del pensamiento
matematico. E1l NCTM (2000) afirma que “la resolucion de problemas
es una parte integral del aprendizaje de las matematicas”, y agrega que
la solucién de problemas tiene dos funciones en la educacion, el
primero es ser un vehiculo para el aprendizaje y la construccion de
conceptos mas robustos y el segundo funciona como una herramienta
para motivar y comprometer a los estudiantes en el estudio de la
matematica. Halmos (1980) escribi6 que la solucion de problemas es
el corazon de las mateméticas.

Wong Khonn Yoong (2009) muestra cdmo esta organizada y pensada
el aprendizaje de la matematica en Singapur, un pais con altos
estandares de calidad en educacién y particularmente con resultados
entre los mas altos en pruebas internacionales reconocidas como es el
Programa Internacional para la Evaluacién de Estudiantes (PISA). La
estructura general se muestra a través de un pentdgono que organiza y
relaciona los aspectos considerados los mas importantes en el
aprendizaje de las matematicas como se muestra en la Figura 1. El
pentagono tiene en su centro la solucién de problemas matematicos
rodeada por cinco factores interrelacionados que contribuyen al éxito
en la solucion de problemas.
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lmuul
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Figura 3. Pentagono actividad matemética Singapur?

Polya (1973) asevera que la resolucion de problemas es una
herramienta para llamar la atencion de los estudiantes hacia el estudio
de la matematica, y afirma que frente a “cualquier problema por

22Wong, K. Y., Lee, P. Y., Kaur, B,, Foong, P. Y., & Ng, S. F. (2009).
Mathematics education: The Singapore journey (Vol. 2). Singapore:
World Scientific Publishing
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modesto que parezca, si desafia tu intelecto e ingenio y lo logras
solucionar, experimentaras la tension y disfrutards la victoria del
descubrimiento”. Schoenfeld (1985) atraido por el libro de Polya How
to solve it, emprende una investigacion que pretende responder a dos
cuestiones principales: “;qué significa pensar matematicamente? y
¢como podemos ayudar a los estudiantes a hacerlo? La investigacion
fue publicada en el libro Mathematical problem solving en el que
analiza y describe el comportamiento intelectual en la solucién de
problemas. Se resalta el hecho de la importancia dada por Schoenfeld
a la resolucién de problemas, la cual lo dirigié a investigar sobre la
actividad intelectual implicada en la resolucion de problemas
complementando las ideas de Polya.

La presente investigacion tiene como uno de sus propositos analizar la
incidencia de la heuristica de Lakatos en la resolucién de problemas
para responder a la pregunta ¢cuales son el aporte, las fortalezas y las
debilidades de dicha heuristica?

El dltimo punto a tener en cuenta en este aparte es el rol que
desempefia la matematica discreta en la presente investigaciéon. En
primera instancia, el contenido de la asignatura como tal es de
aplicacién en diferentes ramas del conocimiento como la biologia,
quimica, economia, ingenieria de transporte, sistemas e informatica,
entre otras muchas. Ademas diferentes autores indican la importancia
de investigar acerca de la ensefianza-aprendizaje de la matematica
discreta (Hart, 2008; lan Anderson (2004); Debellis Valerie,
Rosentein, (2004); Rivera Marrero, (2007)), la cual cubre una temética
que proporciona problemas con dos principales caracteristicas: por
una parte, son retadores, interesantes y motivan al estudiante a
comprometerse intelectualmente con la matematica; y por otra parte
muchos de estos problemas, aunque conserven la caracteristica
retadora, no necesitan conocimientos sofisticados para abordarlos.
Ahora bien, los problemas de la matematica discreta son apropiados
para que el estudiante explore, analice, conjeture y demuestre, tal
como lo muestran Denise Grenier y Charles Payan (1999) a través del
planteamiento de cuatro problemas de la matemética discreta. En el
Capitulo 2 del presente escrito se muestra el desarrollo de dos de los
problemas con el fin de visualizar mejor la cualidad anteriormente
nombrada.

Problema de investigacion

La mayoria de las veces en las matematicas el producto final de una
construccion social e histérica se resume en una demostracion.
Lakatos muestra y analiza el proceso que estd detrds de una
demostracion formal, a saber, una construccion que implica en
ocasiones décadas o siglos para llegar al producto final, hecho que el
estudiante ignora ya que la misma presentacion de los textos pretende
centrarse en un resultado decantado.

Este proceso heuristico que Lakatos llama “pruebas y refutaciones” en
el aula se desconoce casi totalmente, y quizas sea por medio de éste
que se propicie situaciones que pueden aportar al pensamiento
matematico del estudiante y conducirlo a experimentar procesos de
construccion de conocimiento analogos a los de los investigadores
matematicos.

Es importante resaltar que en las demostraciones no se sigue
sistematicamente un camino; al contrario, se trata de una total
exploracion del estudiante de una determinada conjetura. Con ello es
posible, dentro de las hip6tesis de la presente investigacion, que se
conduzca al estudiante al desarrollo del pensamiento matemético y le
permita una mejor comprension de los conceptos inmersos en la
conjetura.

No se desea presentar un cuadro formal de demostraciones pues lo que
se desea es dejar de lado la ensefianza tradicional. El propoésito es
crear un ambiente de debate social entre estudiantes con una prudente
participacion del docente, debate cuyo desenlace sera la
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responsabilidad de los estudiantes: la conjetura, el contraejemplo, la
demostracion, asi como el idear lo que Lakatos denomina
contraejemplos globales. Estos son algunos de los ingredientes
necesarios en dicho debate.

Por otra parte, las apreciaciones de autores reconocidos acerca de la
demostracion justifican el porqué del rumbo de la presente
investigacion. Balacheff (1987) considera que la demostracion debe
ocupar un lugar importante en los curriculos de Francia.
Analogamente Juan Godino (1997) asevera que este interés por la
ensefianza de la demostracion parece justificado por el papel esencial
de las situaciones y procesos de validacion en la propia matematica y
el bajo nivel que muestran los estudiantes en la comprension y
elaboracion de ella. Por otra parte, Gila Hanna (1995) afirma que la
demostracion merece un lugar importante en el curriculo de
matematicas. Todo lo anterior lleva a la formulacion del siguiente
problema de investigacion:

(Como aporta el método heuristico de “pruebas y refutaciones” de
Lakatos al desarrollo del pensamiento matematico, a la solucién de
problemas y a la construccion de demostraciones por parte de los
estudiantes en la disciplina matematica discreta?

Preguntas de investigacion

e ;Coémo aporta el método heuristico de “Pruebas y refutaciones” de
Lakatos al desarrollo del pensamiento matematico y a la
construccion de demostraciones por parte de los estudiantes?

e ;Cudl es la percepcion emocional y actitudinal de los estudiantes
con respecto a la clase desarrollada a través de los planteamientos
de Lakatos?

e ;Cual es el aporte del método heuristico de Lakatos en la
resolucion de problemas?

Objeto de investigacion
El proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica discreta.
Objetivo general

Explorar, a través de un curso completo de matematica discreta a nivel
superior, la repercusion del método heuristico descrito por Lakatos en
Pruebas y refutaciones en el desarrollo del pensamiento matemético,
en la solucion de problemas y en la construccion de demostraciones
por parte de los estudiantes, lo cual se condensa en la construccion de
un modelo didactico para la ensefianza de la matemética discreta.

Este objetivo direcciona la atencion al siguiente:
Campo de accidn

El proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica discreta en la
universidad en relacién con el desarrollo del pensamiento matematico,
la solucion de problemas y la construccion de demostraciones.

Objetivos especificos

e Analizar el impacto que genera el método heuristico de Lakatos
cuando se utiliza para abordar la demostracién de una conjetura o
la justificacion de una solucién a un problema significativo.

e Explorar la actitud del estudiante cuando las clases se desarrollan
bajo esta perspectiva.

e Analizar profundamente cémo la heuristica de Lakatos funciona
como una herramienta practica para la resolucion de problemas de
matematica discreta.

e Examinar cémo la heuristica de Lakatos se convierte en un
vehiculo eficaz para el entendimiento significativo de una
demostracion en la matematica discreta.

e Observar de qué manera la heuristica de Lakatos fomenta el
trabajo autonomo y el compromiso de los estudiantes hacia la
actividad matematica

Aporte préctico de la investigacion

Disefio de un curso completo de matematica discreta para estudiantes
universitarios.

Aporte tedrico de la investigacion

Andlisis de las posiciones de Timothy Gowers y Carlo Cellucci, que
enfrentan dos vertientes de la actividad matematica y de la naturaleza
de la misma, la de resolver problemas y la de construir teoria
(demostrar teoremas) desde la perspectiva de la educaci6n
matematica.

Tareas de investigacion

Para cumplir los objetivos de la tesis se identificaron y cumplieron las
siguientes tareas.

1. Se profundizaron y complementaron los fundamentos teéricos que
forman la base de la presente investigacion.

2. Se efectud la busqueda y andlisis de diversas publicaciones e
investigaciones que aborden algun aspecto de la presente
investigacion.

3. Se disefié e implementd un modelo didactico; asi como, un primer
curso de matematicas discreta dirigido a estudiantes universitarios.

4. Serealizo el disefio de una primera encuesta dirigida a estudiantes
de la licenciatura en matematicas y de ingenieria.

5. Se recogieron datos a través de la grabacion en video y un diario
de campo del curso de matematica discreta.

6. Se disefi6 y realizé una segunda encuesta a estudiantes con el
proposito de recolectar datos para analizar la metodologia empleada
en el curso.

7. Se disefio, aplicd y analiz6 los resultados de una segunda
entrevista a los estudiantes con el propdsito de recolectar datos para
analizar la metodologia empleada en el curso.

8. Se replanted, redisefié e implement6 el curso de matemética
discreta de acuerdo al modelo didéctico planteado.

9. Seanalizo los resultados obtenidos durante toda la investigacion.
Resultados esperados

Como en varias ocasiones se ha comentado existen problematicas con
respecto al aprendizaje y ensefianza de la demostracion, a la
motivacion de los estudiantes y al desconocimiento de las
caracteristicas particulares de los contenidos y los problemas de la
matematica discreta. Por lo anterior se espera:

e Obtener informacion de como la heuristica de Lakatos mejora el
proceso de la construccion de demostraciones matematicas.

e Contribuir un modelo didactico que mejore el proceso ensefianza-
aprendizaje de la matematica discreta en la educacion superior.

e Mejorar el aspecto actitudinal de los estudiantes hacia la
matematica por medio de la resolucion de problemas retadores.

e Aportar al desarrollo del pensamiento matematico del estudiante
especificamente como un mejor resolutor de problemas.

e Obtener informacién de la heuristica de Lakatos como herramienta
eficaz en la resolucion de problemas.
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En el CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE se describen
investigaciones realizadas en tres diferentes areas de la educacion
matematica: La ensefianza de la demostracion, ensefianza y
aprendizaje de la matematica discreta y la heuristica de Lakatos
llevada al aula de clase. Con respecto a la ensefianza de la
demostracion se analizan cuatro articulos. Un primer articulo
denominado The Use of Logic in Teaching Proof?, Este articulo, en
términos generales, desarrolla ideas y da sugerencias especificas de
como llevar al aula de clase la ensefianza de la demostracion. El
articulo se divide en tres subtemas, a saber: la importancia de los
principios légicos en la ensefianza de la demostracion; escribir y re-
escribir demostraciones y la importancia de ser cuidadoso al
escribirlas; sugerencias para inducir al estudiante a demostrar; es
decir, que sienta la necesidad de hacerlo. El segundo articulo: The
Need for Proof and Proving: Mathematical and Pedagogical
Perspectives®®, esta publicacion se enfoca hacia tres cuestiones: ¢por
qué ensefiar la demostracion?, ;cuales son los aspectos que el
estudiante considera importantes por los cuales se debe llevar a cabo
una demostracion? y ¢cdmo puede el docente promover que el
estudiante sienta la necesidad de llevar a cabo una demostracion? El
tercer articulo, Challenges to the importance of proof 2, Hanna debate
las siguientes cuestiones: ¢Doénde ubicamos la demostracién en el
curriculo de matematicas? (Qué papel debe desempedar la
demostracion en el curriculo? (Como se debe presentar la
demostracion a los estudiantes?, ¢de manera formal, informal, visual,
etc.? ;(Qué rol debe desempefiar el docente en la ensefianza de la
demostracion? El dltimo articulo de este grupo: Mathematicians’
perspectives on the teaching and learning of proof®®, se reporta los
puntos de vista de cinco matematicos que han tenido a cargo el curso
“Introduction to mathematical reasoning” que se ofrece en diferentes
universidades en los Estados Unidos y que es prerrequisito para que
los estudiantes puedan acceder a cursos de alto nivel como analisis
matematico y algebra abstracta.

Con respecto a la ensefianza y aprendizaje de la matematica discreta se
analizaron seis articulos, Discrete mathematics in relation to learning
and teaching proof and modeling?’, Los autores muestran en primer
lugar que la matematica discreta esta ausente en el curriculo, en la
practica del docente y en los textos escolares de Francia, y por otra
parte aseveran que los problemas la matematica discreta son bien
importantes ya que se consideran como una herramienta significativa
para la ensefianza de la modelacion y de la demostracion, a través de
validar y explorar afirmaciones matematicas. The Place of Discrete
Mathematics in the School Curriculum: An Analysis of Preservice
Teachers’ Perceptions of the Integration of Discrete Mathematics into
Secondary Level Courses®, La investigacién analiza la percepcion de

23 Epp, S. S. (2009). The use of logic in teaching proof. Resources for
Teaching Discrete Mathematics: Classroom Projects, History Modules,
and Articles, (74), 313.

24 Zaslavsky, O., Nickerson, S., Stylianides, A., Kidron, 1., & Winicki, G. (in
press). The need for proof and Proving: Mathematical and pedagogical
perspectives. In G. Hanna & M. de Villiers (Eds.), Proof and proving in
mathematics education. New York, NY: Springer.

25 Hanna, G. (1995). Challenges to the importance of proof. For the
Learning of Mathematics, 15(3), pp. 42-49

26 Alcock, L. (2010). Mathematicians’ perspectives on the teaching and
learning of proof. Research in collegiate mathematics education VII, 63-
91.

27 Grenier, D., & Payan, C. (1999). Discrete mathematics in relation to
learning and teaching proof and modelling. In 1. Schwank (Ed.),
Proceedings of CERME 1, vol. 1 (pp. 143-155). Osnabruck

28 Marrero, O. R. (2007). The place of discrete mathematics in the school
curriculum: An analysis of preservice teachers’ perceptions of the
integration of discrete mathematics into secondary level courses

los profesores de matematicas en formacion acerca de dos importantes
cuestiones: ¢Cémo perciben los profesores en formacién la
matematica discreta? y ¢ Como los profesores en formacién reaccionan
ante la integracion de la matematica discreta en el curriculo escolar?
Discrete mathematics in primary and secondary schools in the United
States?®, Los autores del articulo presentan una vision de la situacion
de la ensefianza-aprendizaje de la matematica discreta en Estados
Unidos. Problem solving with discrete mathematics®, Friedler explora
la resolucién de problemas a través de los tépicos de la matematica
discreta a nivel elemental, concretamente en estudiantes de grado 5 del
sistema educativo de Estados Unidos, nifios cuyas edades oscilan entre
los 10 y 11 afios. Teaching Combinatorics through Guided
Discovery®!, Bogart propone una nueva manera de ensefiar la
combinatoria teniendo en cuenta el guided discovery model. En esta
publicacién Jane Korey describe la experiencia que se tuvo en dos
instituciones en las cuales se ensefié combinatoria a través del método
nombrado anteriormente y el método tradicional. Problem Solving
Heuristics, Affect, and Discrete Mathematics®, Gerald Goldin discute
en este articulo acerca de las posibilidades que ofrece las matematicas
discretas en el desarrollo del pensamiento matematico y en la parte
emocional del estudiante.

Para culminar el capitulo del estado del arte se presentan una serie de
publicaciones acerca de las implicaciones de llevar la heuristica de
Lakatos al aula de clase. Lakatos’ heuristic rules as a framework for
proofs and refutations in mathematical learning: local
counterexample and modification of proof*®, En esta publicacion el
autor analiza la ensefianza de la demostracion a través de las reglas
heuristicas de Lakatos; concretamente, estudiantes japoneses entre las
edades de 14 y 15 afios intentan demostrar el teorema del angulo
inscrito en un arco. Proofs and refutations in the undergraduate
mathematics classroom®, Sean Larsen y Michelle Zandieh presentan
un episodio de una clase de teoria de grupos para estudiantes
universitarios ilustrando el método de la invencién guiada con
procesos analogos a los que describe Lakatos en su obra Pruebas y
refutaciones. Examining the Method of Proofs and Refutations in Pre-
Service Teachers Education®™ En este estudio Fatih Karakus y Mesut
Butun tienen como proposito principal analizar la discusion que tienen
profesores en formacion entorno a una conjetura, en un ambiente que
es estructurado sobre la base del método de Lakatos. Proofs and
Refutations as a Model for Defining Limit®®, en este articulo e muestra
como estudiantes universitarios intentaron matematizar  su

(Doctoral dissertation, Doctoral dissertation, Virginia Polytechnic
Institute and State University).

29 Debellis, V. A, & Rosenstein, J. G. (2004). Discrete mathematics in
primary and secondary schools in the United States. ZDM, 36(2), 46-
55.

30 Friedler, L. (1996). Problem Solving With Discrete Mathematics. National
Council of teachers of mathematics

31 Bogart, K. (2004). Combinatorics through Guided Discovery. National
Science Foundation Grant Number DUE-0087466

32 Goldin, G. A. (2004). Problem solving heuristics, affect, and discrete
mathematics. ZDM, 36(2), 56-60.

33 Komatsu, K. (2012) Lakatos’ heuristic rules as a framework for proofs
and refutations in Mathematical learning: local-counterexample and
modification of proof. En 12th International Congress on
Mathematical Education Topic Study Group 14.

34 Larsen, S., & Zandieh, M. (2008). Proofs and refutations in the
undergraduate mathematics classroom. Educational Studies in
Mathematics, 67(3), 205-216.

35 Karakus, F., & Biitiin, M. (2013). Examining the method of proofs and
refutations in pre service teacher’s education. Bolema: Boletim de
Educagdo Matemdtica, 27(45), 215-232.

36 Swinyard, C.; Larsen, S (2010). Proofs and refutations as a model for
defining limit. In: annual conference on research in undergraduate
mathematics education, 13th, 2010, Raleigh, NC. Proceedings...
Raleigh, North Carolina: RUME, 2010. p. 1-12. Available at:
<http://sigmaa.maa.org/rume/crume2010/>. Accessed at: Nov. 2015.
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comprensién informal de limite siguiendo muy de cerca las etapas
descritas por Lakatos.

En el CAPITULO 2. MARCO TEORICO, se describen las teorias
centrales que se tuvieron en cuenta en el desarrollo de Ila
investigacion. El capitulo se divide en cinco partes, la demostracion
matematica en el aula de clase, el método heuristico de Lakatos, la
matematica discreta, la resolucion de problemas y dos posturas acerca
de lo que son las matematicas. En la primera parte se discute acerca
de la nocién de demostracién en matematica teniendo en cuenta las
posturas de diversos autores. En la segunda parte se describe y resume
la postura epistemoldgica de Lakatos desarrollada en su libro “pruebas
y refutaciones”. En la tercera parte se muestra un plano general de la
matematica discreta, sus tépicos, sus aplicaciones y la importancia que
tiene dentro del curriculo de matematicas. En la cuarta parte se
discuten algunas cuestiones que se consideran alrededor y a partir de
la resoluciéon de problemas: ;qué es un problema?, ;cual es su
importancia en la educacion matematica?, ;cual es el rol del docente
bajo esta perspectiva?, ¢qué caracteristicas debe tener un buen
resolutor de problemas? Para intentar responder a estas preguntas, se
remite a dos autores que han contribuido de manera trascendental a la
teoria: George Polya y Miguel de Guzman, En particular se centra la
atencion en tres referencias tedricas: How to solve it y Mathematics
and plausible reasoning de Polya y Para pensar mejor de Miguel de
Guzman. En la Gltima seccidn se analizan las posturas del matematico
Timothy Gowers y del filosofo Carlo Celucci relacionadas con la
cuestion de si el hacer mateméticas y el método fundamental de las
matematicas es resolver problemas o construir teoria (demostrar
teoremas). Gowers en su articulo “The Two Cultures of Mathematics”
realiza una distincion entre aquellos matematicos cuyo principal
objetivo es resolver problemas y aquellos cuya preocupacion
primordial es la comprension y la construccion de teorias. Celucci por
otra parte en su articulo “Is Mathematics Problem Solving or Theorem
Proving?” discute desde un punto filoséfico la naturaleza de las
matematicas. En su concepto, decir que la esencia de la matematica es
solucionar problemas estd fuertemente ligado con (o quizés
equivalente a) decir que el método de las matematicas es el analitico,
mientras que asegurar que la matematica es esencialmente demostrar
teoremas expresa el punto de vista que el método de las matematicas
es el método axiomatico.

En el CAPITULO 3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION se
muestra el escenario de investigacion el cual consta de un grupo de
estudio estudiantes de la licenciatura en matematicas y de ingenieria
de sistemas de la Universidad Antonio Narifio en la ciudad de Bogota,
Colombia, matriculados en el curso de Matemética Discreta ofertado
por la Facultad de Ciencias y el programa de Licenciatura en
Matematicas. El curso tiene una duracién de un semestre académico
con seis horas semanales de clase. Los participantes en el estudio
correspondiente fueron en total seis, de los cuales cinco pertenecian al
programa de licenciatura en matematicas y uno al de ingenieria de
sistemas. En relacién con el enfoque metodolégico, la investigacion se
ajusta a un enfoque cualitativo. E método de investigacion es el
estudio de casos. Para la recoleccion de datos re realizaron dos
encuestas, una entrevista, diario de campo y todas las clases fueron
registradas en video. Se disefi6 un curso de matematicas discretas para
ser aplicado en estudiantes universitarios de ingenieria y licenciatura
en matematicas.

El CAPITULO 4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS. La
presentacion y analisis de los resultados incluyen tres partes
principales: la primera esta relacionada con las etapas de la heuristica
de Lakatos, la segunda es el analisis de la encuesta nimero 2 (ver
Capitulo 3) aplicada al grupo, y la tercera versa sobre los objetivos
general y especificos propuestos en el trabajo de investigacion.

Se concluyé puntualmente en este capitulo que la heuristica de
Lakatos y la resolucion de problemas fue un método adecuado para

llevar el curso de matematica discretas. Tuvieron un impacto en los
estudiantes en cuanto a su actitud, el pensamiento auténomo, la
exploracion de estrategias y la investigacion en matematicas. Respecto
a la demostracion, el método de Lakatos fue una herramienta que
aport6 en cuanto a la funcidn explicativa que ésta debe tener. Por otra
parte, los resultados mostraron que el curso de matematicas discretas
llevado a cabo a través del método heuristico de Lakatos y la
resolucion de problemas también fortalece el pensamiento
matematico, la actitud y el compromiso de los estudiantes hacia la
matematica, un trabajo auténomo que lo conduce hacia la
investigacion matematica.

CONCLUSIONES

La posicion de Gowers concluye, frente a la naturaleza de “el hacer
matematicas”, que en contraposicion al dominio de la generacion de
teorias en el siglo XX, a las dos culturas (priorizar el resolver
problemas o el construir teoria) se les debe atribuir la misma
importancia. Celucci concluye, desde un punto de vista filosofico
frente a la naturaleza de la matematica, que el método de las
matematicas es el analitico y por ende la matematica en esencia es
resolucion de problemas, aunque tanto el método analitico como el
axiomatico juegan un papel en ella.

Ahora bien, ;qué se puede decir desde la perspectiva de la educacion
matematica? Para responder a ello, es ineludible tener en cuenta la
naturaleza de la matematica, de “el aprender matematicas” y de los
objetivos de la educacion matematica (la naturaleza de “el conocer
matematicas”). Tanto la primera pregunta como la tercera (ésta ultima
en parte) han sido respondidas a satisfaccion del autor de la presente
tesis. Celucci ha argumentado convincentemente que el método de la
matematica es el analitico. Lakatos ha desarrollado una teoria
falibilista y cuasiempirica acerca de la naturaleza del conocimiento
matematico lo que implica que el conocer matematicas involucra un
proceso falibilista y cuasiempirica. De este modo queda por avanzar
en la respuesta a la pregunta que concierne la naturaleza de “el
aprender matematicas”.

Se consideraran algunas cuestiones que son importantes para poder
dar una respuesta. ¢Qué es lo prioritario (sin la exclusion del otro) en
la educacion matemaética: el aprendizaje de teoria o la resolucion de
problemas?, y ,Como trabaja el estudiante a partir de la resolucion de
problemas y cdmo a través de la demostracion rigurosa de teoremas
matematicos?

Para abordar estas preguntas, en primer lugar, se tendra en cuenta las
posiciones de Polya y Schoenfeld. Como ya se ha sefialado, Polya en
su obra “How to solve it” * asegura que, si el profesor desaffa la
curiosidad de sus estudiantes proponiendo problemas proporcionales a
su conocimiento, y les proporciona una guia a solucionarlos por medio
de preguntas estimulantes, entonces ellos pueden experimentar el
pensamiento matematico independiente. Esta postura, y asi lo muestra
Polya en toda su obra, prioriza la resolucion de problemas antes que el
entendimiento de teoria, se enfatiza en motivar y desafiar al estudiante
con problemas que él pueda abordar. Polya también afirma que la
matematica tiene dos caras: la matematica presentada de manera
sistematica como ciencia deductiva y la matematica experimental, una
ciencia inductiva. En su libro, muestra cémo en la educacion
matematica se puede abordar esa matematica experimental a través de
la descripcion de una heuristica en la resolucion de problemas. En
concordancia con lo anterior Polya escribe “permitame expresar lo
que pienso cerca de lo que es la ensefianza. Quizas, el primer punto,
el cual es ampliamente aceptado, es que la ensefianza debe ser activa,
o mejor, el aprendizaje debe ser activo...el principal objetivo en la
ensefianza de la matematica es el desarrollo de estrategias para la

3 Polya, G. (2014). How to solve it: A new aspect of mathematical method.
Princeton University Press.
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solucion de problemas™® . Ahora bien, ¢por qué el énfasis de Polya

en mostrar una heuristica para el descubrimiento matematico? Quizas
es debido a que para él la dificultad de entender la matematica no
estuvo en la seguir los procesos deductivos de una demostracién, sin
en pensar como esos resultados fueron descubiertos. Puntualmente
Polya, refiriéndose a si mismo escribe “yo llegué a las matematicas
muy tarde...cuando me acerqué y comencé a aprender, yo pensé:
bien, es cierto, la demostracién parece concluyente. ;Pero cdmo es
que la gente encuentra esos resultados? Mi dificultad en comprender
las matemadticas estuvo en pensar como ella fue descubierta”.

Schoenfeld, siguiendo las ideas de Polya, en su libro “Mathematical
Problem Solving” escribe acerca de la comprension y ensefianza de las
habilidades para la solucion de problemas. En el texto presenta
diferentes problemas desafiantes que requieren un conocimiento
basico de la educacién secundaria y algunos otros que requieren un
conocimiento mas sofisticado. No obstante, como él mismo afirma,
los problemas si requieren de un substancial aporte de razonamiento y
pensamiento matematico.

Tanto Polya como Schoenfeld enfatizan en el desarrollo del
pensamiento matematico, logrado a través de resolucion de problemas,
maés que en el entendimiento de teoria, sin desconocer que éste es un
resultado natural de aquél y que se alimentan mutuamente. En este
orden de ideas y a través de los resultados obtenidos en la presente
investigacion, se corrobora la postura de estos dos autores concretando
que, en la educacion matemdtica, en el aprender matematicas, la
comprension de teoria debe jugar el papel de antecedente para el
objetivo prioritario que es “hacer matematicas” o sea, ser un mejor
resolutor de problemas y por ende desarrollar el pensamiento
matematico.

Un aspecto adicional a considerar es la posicion de Gila Hanna en su
articulo “Challenges to the importance of proof’ en cuanto a la
resolucion de problemas y al entendimiento de teoria. La autora
asegura que la resolucion de problemas refuerza el entendimiento de
conceptos y la teoria matemética. Aunque Hanna escribe
puntualmente sobre el papel de la demostracion, es claro que no es
aquella demostracion que el docente presenta como un producto
acabado a través de la deduccion de reglas basicas, sino aquella que es
una construccion propia del estudiante y que tiene la caracteristica de
ser explicativa. Asi, la demostracion de un teorema se puede ver como
la resolucion a un problema y como tal refuerza el entendimiento.

Los resultados de la presente investigacién permitieron corroborar la
priorizacion de la resolucion de problemas en términos de varios
pardmetros. En primer lugar, frente a la actitud del estudiante bajo este
enfoque y bajo el enfoque de la matematica como ciencia deductiva,
los estudiantes 3, 5y 1 comentaron con claridad que un aspecto que
diferencia la metodologia del curso de matematica discreta realizado
fue el enfatizar en la resolucion de problemas lo cual motiva mas que
la metodologia de muchos otros cursos que se basan en aplicacion de
reglas, algoritmos, definiciones, teoremas y propiedades.

En segundo lugar frente al entendimiento de teorias como se mostro
en el andlisis de resultados, particularmente en la seccién 4.5.2

Por otra parte, respecto al aporte practico de la presente investigacion,
el aprendizaje centrado en la resolucion de problemas que constituyen
un reto para el estudiante fue un aspecto de la metodologia llevada a
cabo durante el curso que aportdé para que el estudiante se
comprometiera hacia la actividad matemética. En particular, el
proponer un problema para ser desarrollado durante todo el semestre
académico (conjetura principal), propicié un escenario optimo y de
total concordancia con el método heuristico de Lakatos. Los

38 Polya, G. (2014). How to solve it: A new aspect of mathematical method.
Princeton University Press.
39 Ibidem.

estudiantes exploraron, indagaron, propusieron y socializaron a
medida que, de manera independiente, trabajaron motivados en la
solucion del problema. Esta estrategia innovadora junto con la
metodologia del curso permitié involucrar al estudiante en una
genuina investigacion en matematicas.

El disefio del curso contemplé problemas categorizados en diferentes
niveles de dificultad, lo cual implicé que, aunque los sujetos de
estudio fuesen heterogéneos, en términos de las capacidades y
dificultades manifestadas en matematicas, a cada estudiante se le
llevara, y él o ella se esforzara, a lograr su mejor nivel posible,
desarrollando de esta forma el pensamiento matematico.

A través de la metodologia propuesta para el curso los estudiantes
resolvieron 25 de los 31 problemas propuestos y trabajados. De ahi se
puede concluir que el método de Lakatos es una muy buena
herramienta para abordar problemas de la matematica discreta, los
cuales, como se observd, tienen una caracteristica intrinseca de ser
motivadores en concordancia con los resultados de diferentes autores
que han investigado en este campo de la educacion matematica. El
método de la heuristica de Lakatos es una buena herramienta para que
los estudiantes construyan sus propias demostraciones que a su vez
permite que el estudiante entienda por qué un teorema se cumple, tal y
como lo aconseja Gila Hanna y como siempre buscaba el inigualable
matematico Paul Erdés.

La presente investigacion también permitié observar como el curso de
matematicas discretas para estudiantes universitarios puede llevarse a
cabo con resultados favorables a través del método de la heuristica de
Lakatos. El topico de mateméaticas discretas en los Gltimos afios ha
ocupado un lugar importante en el curriculo de matematicas en paises
como los Estados Unidos, tal como lo expresan autores como Gerald
A Goldin, Joseph Rosenstein, Valerie DeBellis entre otros. EI NCTM
en “Principles and standards for school mathematics (2000)” sostiene
la posicién que la matematica discreta debe ser parte integral del
curriculo de matematicas.

La matemética discreta es una rama de la matematica considerada
especialmente apta para desarrollar el pensamiento matematico del
estudiante por el tipo de problemas que se pueden proponer para
motivar y comprometerlo hacia la actividad matematica. Si bien en los
Gltimos afios ha ido cobrando importancia en paises como los Estados
Unidos, no obstante, en Colombia existen pocas investigaciones sobre
la ensefianza de esta rama a nivel primario, secundario o superior.
Adicional a esto, los estandares béasicos de competencias en
matematicas de Colombia (2009) no contemplan estos tépicos para la
ensefianza en las escuelas de nivel primario y secundario. Aunado a lo
anterior, son pocos los planes de estudio de licenciatura en
matematicas y matematicas de las universidades colombianas que
contemplan esta asignatura, lo cual influye directamente en el poco
conocimiento de dichos tdpicos al nivel de la educacion basica y
media.

Ahora bien, los resultados de la presente investigacion mostraron que
desde la perspectiva de la educacion matematica se prioriza la
resolucion de problemas antes que el entendimiento de teorias y la
demostracion de teoremas para aprender matematicas, por lo tanto, es
necesario que este enfoque se abarque en los cursos de formacion
matematica en todos los niveles.

RECOMENDACIONES

e Se recomienda que los cursos de matematicas discretas a nivel
superior re lleven a cabo bajo una metodologia analoga a la que se
describe en este estudio.

e Se recomienda que la comunidad de educacién matematica en
Colombia realice nuevas investigaciones aportando, analizando y
obteniendo resultados que evaltan el valor de la matematica
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discreta en el curriculo escolar, ademas de investigaciones que
muestren la importancia de esta rama para el desarrollo del
pensamiento matematico y la formacion de actitudes positivas de
los estudiantes hacia la matematica.

e Se requieren investigaciones que muestren resultados acerca de la
manera en que se puede ensefiar este topico a nivel primario y
secundario.

e Es necesario adelantar investigaciones adicionales que analizan la
manera de utilizar la heuristica de Lakatos como método para la
ensefianza-aprendizaje de otros tdpicos de la matematica que
suelan considerarse mas abstractos y formales, tales como el
analisis real o el algebra abstracta, de manera similar pero mas a
fondo de lo que reportaron Larsen y Swinyard en los articulos que
se revisaron en el Capitulo 1

e Se requieren investigaciones que evalan o valoran la repercusion
de la heuristica de Lakatos en la ensefianza de la matematica en la
educacion primaria, secundaria y media.

e Se requieren estudios que muestren con detalles la relacion del
método heuristico de Lakatos con el pensamiento matematico
divergente y con el convergente.

ARTICULOS DEL AUTOR EN ELABORACION

La heuristica de Lakatos en una clase de Teoria de Grafos.
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Resumen

El propdsito de esta investigacion es disefiar y valorar un modelo
didactico para el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales, basado
en la concepcion cuasi empirica de las matematicas, con un enfoque
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cualitativo y a través de la resolucion de problemas, para establecer
una metodologia que sea aplicable a los cursos de ecuaciones
diferenciales. Se disefi6 un curso completo de ecuaciones diferenciales
con énfasis en los métodos cualitativos y basados en la concepcion
cuasi empirica de las matematicas, en el que participaron cinco
estudiantes de ingenieria de la Universidad Antonio Narifio. Una vez
aplicados los planes de clase y las encuestas semi-estructuradas se
analizaron desde un enfoque cualitativo.

Los resultados obtenidos evidencian que los estudiantes tienen una
gran motivacion e interés durante el curso, debido a que la
metodologia empleada basada en la resolucion de problemas,
empleando conjeturas desde la construccion del modelo hasta llegar la
solucion final y el uso de la tecnologia para estudiar los métodos
cualitativos y numéricos favorecen su comprension de los contenidos
del curso. Por otro lado, el modelo didactico resultado de la
investigacion ofrece una ruta y ciertos recursos que promueven la
actividad matematica en los cursos de ecuaciones diferenciales. Sin
embargo, se recomienda que tanto el syllabus del curso como los
planes de clase sean revisados, adaptados o ajustados de acuerdo a las
necesidades de los estudiantes o docentes que deban impartir el curso.

Abstract

The purpose of this research is to design and evaluate a didactic model
for the learning of differential equations, based on the quasi-empirical
conception of mathematics, with a qualitative approach and through
the resolution of problems, to establish a methodology that is
applicable to the courses of differential equations. A complete course
of differential equations was designed with emphasis on qualitative
methods and based on the quasi-empirical conception of mathematics,
in which five engineering students from the Antonio Narifio
University participated. Once the class plans and the semi-structured
surveys were applied, they were analyzed from a qualitative approach.

The obtained results show that the students have a great motivation
and interest during the course, because the methodology used based
on problem solving, using conjectures from the construction of the
model until arriving at the final solution and the use of the technology
to study The qualitative and numerical methods favor their
understanding of the course contents. On the other hand, the didactic
model resulting from the research offers a route and certain resources
that promote mathematical activity in the courses of differential
equations. However, it is recommended that both the syllabus of the
course and the class plans be reviewed, adapted or adjusted according
to the needs of the students or teachers who must teach the course.

INTRODUCCION

Este trabajo surge debido a la importancia que tiene la modelacion
mediante ecuaciones diferenciales tanto en las ciencias basicas como
en las humanas y sociales, lo cual es de suma relevancia, ya que desde
que Newton logr6 desarrollar el calculo, y mas importante audn,
modelar las leyes de la mecénica clasica valiéndose de las ecuaciones
diferenciales, éstas se convirtieron en un importante recurso para la
modelacion y solucion de problemas.

Un obstaculo que presenta el trabajo con las ecuaciones diferenciales
tiene que ver con la dificultad o imposibilidad para resolver
analiticamente muchas de ellas, situacion que ha representado un gran
reto para la comunidad matematica. Con el propdsito de hacer frente a
tal dificultad Henri Poincaré, hacia finales del siglo XIX estableci6 un
nuevo paradigma en la solucion de las ecuaciones diferenciales, al
tratar el problema de los tres cuerpos (Delshams A. , 2005), que hoy
se conoce como la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales.

No obstante, las observaciones anteriores y la gran disponibilidad de
recursos tecnoldgicos con que se cuenta para el aprendizaje de las
matematicas y mas especificamente de las ecuaciones diferenciales y

los sistemas dinamicos, actualmente se observa que algunos de los
cursos que abordan estas disciplinas, 1o hacen desde una perspectiva
netamente algoritmica.

De este modo, el docente se limita a recitar los distintos tipos de
ecuaciones que se presentan en los problemas habituales y la
respectiva receta o algoritmo que permite resolverla de manera
analitica. Asi, el curso se reduce a estudiar un libro con un esquema
predefinido que no da lugar a la generacion de un pensamiento
matematico que faculte al estudiante para hacer frente a problemas
retadores que encontrara en su practica profesional (Moreno &
Azcarate, 2003).

Un concepto fundamental en educacion matematica es el de sistemas
de practica, que se entienden como la actuacion o expresion realizada
por una persona o institucién para resolver problemas matematicos,
comunicar a otros la solucién obtenida, validarla o generalizarla a
otros contextos y problemas (Godino, 2009). La préctica es, por tanto,
una accion reflexiva, situada, intencional y mediada por recursos
linglisticos y materiales. Bajo esta perspectiva a continuacion, se
enuncian una serie de factores vistos inicialmente y considerados
como insuficiencias en los sistemas de practica actuales en relacion
con la ensefianza — aprendizaje de ecuaciones diferenciales:

* Algunos planes de estudio y libros de texto contemplan la
ensefianza aprendizaje de las ecuaciones diferenciales bajo un
enfoque cualitativo, no obstante el rol protagdnico sigue siendo
del docente (Unesco, 1996).

* La modelacion y la resolucién de problemas relacionados con
sistemas dindmicos no constituye el eje articulador en los cursos
de ecuaciones diferenciales (Moreno & Azcarate, 2003).

* Aunque en la literatura de investigacion en educacion matematica
existen diversos escritos sobre las ecuaciones diferenciales y sus
implicaciones, no se cuenta con registros donde se relaten
experiencias sobre un curso completo de ecuaciones diferenciales
con énfasis cualitativo y desde el cuasi-empirismo.

La propuesta de un modelo para el aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales fundamentada en una concepcion cuasi empirica de las
matematicas, promueve sistemas de practica adecuados en el
aprendizaje de las ecuaciones diferenciales (Lakatos, 1978), de manera
que los egresados de las carreras de ingenieria estén en mejores
posibilidades de aportar soluciones creativas e innovadoras a los
problemas retadores y propios de esta disciplina, apoyandose ademas
en la tecnologia. Debido a la naturaleza del proyecto, se considera que
estd en consonancia con las siguientes lineas de investigacion del
Doctorado en Educacion Matematica:

* La enseflanza aprendizaje de las mateméticas a través de la
solucion de problemas

® Cdlculo intensivo y uso de la tecnologia en la ensefianza
aprendizaje de las matematicas, y

* Laensefianza y aprendizaje de las matematicas avanzadas a través
de sus aplicaciones.

Por lo cual se plantea como problema la investigacion: ¢qué
implicaciones tiene un modelo didactico basado en el enfoque cuasi
empirico de las matematicas, para el aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales y los sistemas dindmicos desde un enfoque cualitativo,
para potenciar la actividad matematica en la resolucion de problemas
retadores?

Se precisa como objeto de la investigacion: sistemas de practicas
empleados para la ensefianza aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales en las carreras de ingenieria.
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El objetivo general consiste en disefiar y valorar un modelo didactico
para el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales basado en la
concepcién cuasi empirica de las matematicas con un enfoque
cualitativo, a partir del estudio de los sistemas dinamicos, que
promueva la actividad matematica orientada hacia la resolucion de
problemas retadores.

Los objetivos especificos son:

1. Determinar los elementos mas relevantes que se deben considerar
para el disefio de un modelo didactico basado en la concepcion cuasi
empirica de las matematicas, para el aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales y los sistemas dinamicos desde un enfoque cualitativo.

2. Caracterizar los procesos de aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales desde un enfoque cualitativo, evidenciados en los
estudiantes durante las diferentes fases de la valoracion del modelo
didactico.

3. Establecer y estudiar los principales aportes que deriven de la
valoracion del modelo didactico basado en el enfoque cuasi empirico
de las matematicas para la construccion de conocimiento matematico.

El campo de accién se enmarca en los sistemas de practica empleados
en el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales en las carreras de
ingenieria de la Universidad Antonio Narifio.

Las preguntas cientificas son:

1. ¢Cudles son los elementos méas relevantes que se deben tener en
cuenta para el disefio y valoracion de un modelo didactico basado
en la concepcion cuasi empirica de las matematicas, para el
aprendizaje de las ecuaciones diferenciales y los sistemas
dindmicos desde un enfoque cualitativo?

2. ¢Cuales son las principales caracteristicas de los procesos de
aprendizaje de los estudiantes durante las diferentes fases del
modelo didactico basado en la concepcion cuasi empirica de las
matematicas, para el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales y
los sistemas dindmicos desde un enfoque cualitativo?

3. ¢Cudles son los principales aportes y caracteristicas de un modelo
didactico basado en la concepcién cuasi empirica de las
matematicas para la construccion de conocimiento matematico y
su incidencia en la solucion de problemas retadores?

En aras de dar cumplimiento al objetivo y lograr resolver el problema
planteado, asi como para guiar el curso de la tesis fueron propuestas
las siguientes tareas de investigacion:

1. Revisar el estado del arte de la investigacion dirigida a la
ensefianza-aprendizaje de las ecuaciones diferenciales.

2. Determinar los fundamentos tedricos y metodolégicos que
sustentan un modelo didactico ajustado al proyecto.

3. Elaborar un modelo didactico basado en la concepcion cuasi
empirica de las matematicas, para favorecer el aprendizaje de las
ecuaciones diferenciales.

4. Anadlisis de resultados, obtenidos de la validacion del modelo.
5. Elaboracién de conclusiones y redaccién del documento cientifico.

La tesis se sustenta en investigacion cualitativa, a través de métodos
tedricos y empiricos, la informacion recolectada inicialmente es
comparada, para luego establecer categorias de significado.

Durante el desarrollo de la investigacion se emplearon los siguientes
métodos:

Meétodos tedricos

Historico-16gico: se emplea con el fin de valorar la evolucion y
desarrollo del proceso de ensefianza-aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales y los sistemas dinamicos, propiciando una concatenacion
légica de las tareas realizadas.

Andlisis-sintesis e induccién-deduccion. Esta metodologia esta
presente en todo el proceso de investigacion, tanto en los fundamentos
tedricos, como en el analisis de los resultados del diagnéstico
relacionados con el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales y los
sistemas dinamicos, lo que permite interpretar, sintetizar los resultados
y elaborar las conclusiones y generalizaciones.

Meétodos del nivel empirico

La observacion cientifica. Método que permite conocer la realidad
mediante la percepcion directa en clases, talleres y otras actividades
docentes.

Encuesta. Se realiz6 una encuesta a los profesores y los estudiantes.

Los datos recolectados se analizaron mediante Atlas.ti® y se
organizaron para efectuar una codificacion en un primer plano.
Posteriormente la codificacion en un segundo plano permitid
comparar categorias y agrupar en temas, con el fin de obtener
clasificaciones.

El aporte tedrico radica en el disefio de un modelo didactico para
implementar el proceso de aprendizaje de las ecuaciones diferenciales
con un enfoque cualitativo, basado en la concepcién cuasi empirica de
las matematicas y orientado a la solucioén de problemas retadores en
sistemas dindmicos. Ademas, se elabor6 el cuerpo de
recomendaciones, derivadas del modelo didactico basado en la
concepcion cuasi empirica de las matematicas, para su inclusion en los
sistemas de practica empleados para el aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales y los sistemas dindmicos, desde un enfoque cualitativo.

Por otro lado, se enuncian algunos elementos tedricos que permitan
comprender los procesos de aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales y los sistemas dindmicos, desde un enfoque cualitativo
basado en la concepcién cuasi empirica de las matematicas, apoyado
en un paquete computacional (Maple®) y sustentado en la resolucion
de problemas retadores.

El aporte préactico consistio en el disefio de un curso completo de
ecuaciones diferenciales con énfasis en el uso de la teoria cualitativa.

Se considera que los aportes novedosos y originales del trabajo tienen
que ver con la reflexion acerca de las implicaciones en torno a:

* El aprendizaje de las ecuaciones diferenciales y los sistemas
dinamicos desde un enfoque cualitativo y

* El aprendizaje de las ecuaciones diferenciales y los sistemas
dinamicos basado en la concepcion cuasi empirica de las
matematicas.

* La modelacion y solucion de problemas retadores relacionados
con las ecuaciones diferenciales y los sistemas dinamicos, a partir
del razonamiento cuasi empirico y desde un enfoque cualitativo.

La estructura de la tesis es la siguiente:

Introduccidn, cuatro capitulos, conclusiones, recomendaciones y
anexos.

® Introduccion, justificacion de la investigacion.
® Primer capitulo, estado del arte.

* Segundo, fundamentos tedricos sobre la ensefianza aprendizaje de
las ecuaciones diferenciales y los sistemas dinamicos en los
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sistemas de practica empleados para el aprendizaje de las
matematicas.

® Tercero, elaboracion del modelo didactico basado en la
concepcidn cuasi empirica de la matematica, para el aprendizaje
de las ecuaciones diferenciales y los sistemas dindmicos desde un
enfoque cualitativo, asi como una metodologia fundamentada en
una revision de los sistemas de practica, que considere el uso de
un Maple 18® en aplicaciones practicas.

Cuarto, aplicacién y valoracion del modelo formulado y su
metodologia mediante la aplicacion del mismo en cursos regulares de
ecuaciones diferenciales en la Universidad Antonio Narifio; la
informacion se recolectara empleando métodos cualitativos.

En el CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE. En la literatura actual,
no son muchas las experiencias de aula documentadas acerca del
proceso de aprendizaje de las ecuaciones diferenciales desde un
enfoque cualitativo, sin embargo, luego de una ardua bisqueda se han
logrado recabar ciertos documentos que se refieren en algunos
aspectos al tema de la presente investigacion.

Los documentos que se analizaron como estado del arte en este
estudio se caracterizaron y a partir de dicha caracterizaciéon se
establecieron tres categorias:

1. Ensefianza - Aprendizaje de las Ecuaciones Diferenciales con
enfoque cualitativo.

2. Ensefianza-Aprendizaje de las Ecuaciones Diferenciales con uso
de la tecnologia.

3. Ensefanza de las Ecuaciones Diferenciales.

En estas categorias se destacan investigadores como Rasmussen y
otros (2011), Népoles (2004), Blanchard, Devaney y Hall (1994),
West y otros (2012), Kwon y otros (2005), entre otros, los cuales
hacen referencia a algunos aspectos relacionados con las ecuaciones
diferenciales, tales como una resefia histérica acerca del enfoque
cualitativo de las ecuaciones diferenciales, algunas experiencias de
clase con las ecuaciones diferenciales y alusiones al tratamiento de
ciertos temas de la ensefianza de las ecuaciones diferenciales y sus
implicaciones. Estos trabajos no hacen referencia a la realizacion de
un curso completo de ecuaciones diferenciales desde un enfoque
cualitativo, basado en la concepcion cuasi empirica de las matematicas
y teniendo como eje transversal la resolucion de problemas.

En el CAPITULO 2. MARCO TEORICO. Dentro del marco
tedrico para la presente investigacion, se consideran los elementos que
serviran de fundamentos para el modelo didactico, y sus implicaciones
en diversos Ordenes. También se aborda la construccion de modelos
como el punto de partida para la comprension y solucion de
problemas, la modelacién de situaciones problema mediante
ecuaciones diferenciales, sus propiedades y caracteristicas, los
fundamentos tedricos del modelo epistemologico de Pruebas y
refutaciones y de resolucién de problemas, para finalmente incluir el
uso de la tecnologia en el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales.

Este capitulo se refiere a los fundamentos sobre los que se basa el
modelo didactico propuesto en la investigacion, algunos de los cuales
pueden ser genéricos, sin embargo, dichos fundamentos se enmarcan
en el contexto de un curso de ecuaciones diferenciales y a su vez
permiten caracterizar delimitar este trabajo. El marco tedrico trata
cinco elementos considerados fundamentales en la investigacion.

Primero, se exponen los fundamentos epistemoldgicos, lo cual tiene
que ver con la concepcion cuasi empirica de las matematicas
(Lakatos, 1978), la cual afirma que las matematicas no surgen de
manera espontanea ni mucho menos tan elaborada como la presentan

los libros de texto. Lakatos sugiere que todo parte de una conjetura
que debe ser sometida a prueba y sufrir un proceso de transformacién
hasta culminar en algln teorema.

En segundo lugar, se estudian los sistemas dinamicos y su génesis que
data de la segunda mitad del siglo XVII con el advenimiento del
céalculo que posibilito el estudio de ciertos fendmenos que cambian en
el tiempo. El hecho que marca el inicio de la teoria cualitativa de las
ecuaciones de las ecuaciones diferenciales es cuando Henri Poincaré
resuelve el problema de los tres cuerpos, el cual, no podria ser tratado
con los métodos analiticos conocidos hasta entonces, con lo cual se
inicia un novedoso paradigma en lo relacionado con las ecuaciones
diferenciales.

Finalmente, se hace mencion de los fundamentos metodolégicos que
son los elementos que estructuran el proceso de aprendizaje de las
ecuaciones diferenciales, dichos elementos son:

Situacioén inicial de aprendizaje.

Marco de trabajo y metas.

1

2

3. Contenidos y materiales.

4. Proceso y métodos de trabajo y
5

La evaluacion.

Cabe aclarar que este proceso no necesariamente debe ser lineal, es
decir, el orden de los componentes puede variar de acuerdo a las
circunstancias.

CAPITULO 3. MODELO DIDACTICO. Aqui se tratan de manera
amplia los fundamentos en que se basa el modelo didactico iniciando
con algunos principios basicos:

1. El proceso de ensefianza aprendizaje entendido como un sistema
complejo debido a que en el influyen muchas variables: ;que se
aprende?, ;donde se aprende? ;Cuando y como se aprende? todas ellas
de vital importancia por lo que deben ser consideradas para la
formulacion del modelo didéctico.

2. La resolucion de problemas como opcién metodoldgica que
enmarca la relacion docente — alumno - conocimiento matematico. En
cuanto al trabajo en aula y la planeacion de los problemas, se deben
tener presentes ciertas consideraciones. En primer lugar, el estudiante
se debe sentir motivado para asumirlo como propio, en segunda
instancia requiere contar con las herramientas matematicas adecuadas
para hacer frente al problema, y por dltimo el problema debe
representar un reto para quien lo resuelve. Segun Schoenfeld
(Schoenfeld, 1992), se debe lograr que el estudiante esté en capacidad
de disefiar una estrategia de trabajo, de modo que controle sus
acciones, las modifique, las refuerce o las ajuste segin sea el caso y
ademés se den las condiciones para replicarlas o redisefiarlas en
diversos contextos.

3. La resolucion de problemas como generadora de la actividad
matematica en el aula: Experimentacién - conjetura — prueba —
refutacion — aplicacion. En efecto las ecuaciones diferenciales ofrecen
diferentes retos, desde la concepcion de una hipotesis para plantear un
modelo, pasando por las estrategias de resolucion del sistema o la
ecuacion diferencial que derive del modelo, en el mismo analisis
cualitativo, hasta la recopilacién de todos los resultados obtenidos del
proceso. En este punto, se hace necesario tener una estrategia, a partir
de la comprensién de una determinada situacion, valerse de las
heuristicas para proponer o refinar un modelo, validarlo y confrontar
las posibles soluciones con datos reales con el fin de probar la
eficiencia del método empleado en la resolucién del problema.

4. Recursos: Uso de la tecnologia. se apela a la incorporacion de la
tecnologia para promover la conexién entre las distintas partes de la
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matematica, resolver problemas con aplicaciones al mundo real,
dominar métodos numéricos, e interpretar lineas de fase y campos de
pendientes.

5. Metodologia: Circunstancia inicial del alumno. Por sus
particularidades ellos tienen sus propias necesidades, demandas y
objetivos en relacién con la ensefianza y cada alumno puede aprender
mejor si identifica el enfoque de aprendizaje que le favorece. Lo
anterior determina la metodologia y estrategias empleadas para el
aprendizaje de las ecuaciones diferenciales.

6. Marcos: Los marcos tienen que ver con las condiciones que rigen
la ensefianza las ecuaciones diferenciales desde un enfoque cualitativo
y con el enfoque cuasi empirico de las matematicas, y surgen en
diferentes niveles tales como el sal6n de clase, la universidad, o la
comunidad. Dichos marcos influyen en la planificacion, ejecucion y
evaluacion de la ensefianza (Guldbrandt, 2005).

7. Objetivos: Son los propdsitos del proceso de ensefianza-
aprendizaje de las ecuaciones diferenciales desde un enfoque
cualitativo y con el enfoque cuasi empirico de las matematicas
(Gulbrandt, 2005).

8. Contenidos/materiales: Se refiere al contenido de la ensefianza,
tanto el material como al plan de estudios.

Al decidir sobre el curso de ecuaciones diferenciales desde un enfoque
cualitativo y con el enfoque cuasi empirico de las mateméticas se
deben encontrar materiales (objetos de aprendizaje) que se supone
conduciran al alumno a alcanzar los objetivos (Guldbrandt, 2005).

9. Procesos y métodos de trabajo: Los procesos de trabajo tienen que
ver con lo que el profesor y el alumno eligen hacer durante la
ensefianza y los métodos son los antecedentes y argumentos para las
diferentes elecciones. Incluye tanto consideraciones generales como
individuales relacionadas con el caracter didactico. Este concepto
tiene que ver con la relacion entre la ensefianza y el aprendizaje
(Guldbrandt, 2005).

10. Evaluacion

La evaluacion de los procedimientos se llevo a cabo en tres diferentes
aspectos asi:

e Comportamiento cualitativo de las ecuaciones diferenciales de
primer orden.

e Comportamiento cualitativo de los sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales de primer orden.

e Comportamiento cualitativo de los sistemas de ecuaciones
diferenciales no lineales de primer orden.

Los instrumentos empleados para llevar a cabo la evaluacién de los
aprendizajes de los topicos anteriores son:

e Planes de clase o actividades de trabajo de manera individual y
grupal.

e Entrevistas semi-estructuradas.

Se elaboraran tres grupos de actividades basadas en los siguientes
topicos:

e Ecuaciones autdnomas de primer orden
e Sistemas de ecuaciones lineales

e Sistemas de ecuaciones no lineales

11. Modelo preliminar

En atencidn a las anteriores consideraciones se elabor6 el siguiente
esquema, (Figura 1) que recoge de modo simplificado los elementos

de un modelo didactico, que sirve como guia inicial para el disefio del
curso de ecuaciones diferenciales desde un enfoque cualitativo y es
confrontado posteriormente con la experiencia de la aplicacion del
syllabus y los planes de clase.
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Figura 1: Modelo didactico preliminar.

CAPITULO 4. APLICACION DE LOS PLANES DE CLASE.
Durante el segundo semestre del afio 2015 y en el curso inter-
semestral de comienzo del afio 2016, se aplicaron de manera
preliminar los planes de clase para el respectivo ajuste. Todo el
estudio se llevo a cabo en la universidad Antonio Narifio sede sur en
la ciudad de Bogota. La aplicacion definitiva se llevo a cabo durante el
primer semestre de 2016 en un curso regular de ecuaciones
diferenciales, con un grupo de cinco estudiantes en jornada diurna y
una intensidad de cuatro horas semanales para un total de 64 horas
presenciales durante el semestre.

Los estudiantes que participan del estudio estdn cursando cuarto
semestre de sus respectivas carreras, y en los tres semestres previos
han tomado los cursos de célculo diferencial y solucion de problemas
durante el primer semestre, en segundo semestre calculo diferencial
con geometria analitica y en tercer semestre calculo multivariado con
algebra lineal.

A continuacion un ejemplo de los planes de clase aplicados durante la
investigacion.

Ecuacion de Verhulst o Logistica

Como se not6 el modelo de Malthus no predice adecuadamente la
poblacién de los Estados Unidos por lo tanto se debe mejorar si es
posible o conjeturar otro que se ajuste a la situacion.

Los estudiantes entienden que el crecimiento de una poblacion
depende de los recursos y que estos no son ilimitados, pero igual el
modelo de Malthus funciona con poblaciones pequefias; por lo tanto,
coinciden en que este modelo debe considerar los recursos y se parte
de la siguiente premisa:

dP P

= kPx

dt
x debe estar cerca de 1 si la poblacién es pequefia y si la poblacion
crece mas que los recursos x debe ser negativo. En este punto los
estudiantes sufren un bloqueo, de manera que con intervencion del
profesor se logra concluir que x debe ser:

=1—-—
x N
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Donde N representa los recursos y P la poblacién, de manera que si
P > N x se hace negativo, por tanto la poblacion decrece, pero si
P < N x es positivo de modo que la poblacion crece, asi las cosas el
modelo quedo asi:

dp P (1 P)
dc N

Una vez afinado el modelo los estudiantes deben hacer el analisis
cualitativo de la ecuacion diferencial, es decir, encontrar los puntos o
soluciones de equilibrio; Juan rapidamente dice que si P = 0, se tiene
una solucion de equilibrio, la pregunta que sigue es si hay mas
soluciones de equilibrio, la respuesta a esta pregunta no surge tan
rapidamente como la anterior.

Después de pensarlo algun tiempo Fabio cree que P = N es otra
solucién de equilibrio, lo cual efectivamente es cierto, ahora cada
estudiante debe bosquejar las soluciones junto con las soluciones de
equilibrio en el plano P —t, a los cinco estudiantes les resulta
relativamente facil bosquejar las soluciones de equilibrio, pero se
preguntan ¢como bosquejar otras soluciones?

Juan afirma que si la poblacion aumenta haciéndose mayor que N, lo
que esta en el paréntesis tiene signo negativo, por lo tanto la ecuacion
diferencial es negativa también, obvio siendo P y K positivos, de
manera que la poblacion decrece. Por otro lado si N > P, lo que esta
en paréntesis tiende a 1, lo cual significa que se obtendria nuevamente
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la ecuacién de crecimiento exponencial, que como se vio solo
funciona para poblaciones muy pequefias. David dice que si 0 < P <
N, la poblacion va creciendo hasta acercarse a N. (ver Figuras 2 y 3)

dﬁeldplot()dmp(r), 1) =p(t) = p(t)5 p(1),t=0.5,p=
-2.3
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Figura 2: Campo de pendientes de la ecuacion de Verhulst.
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Figura 3: Anélisis de la ecuacion de Verhulst.
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Figura 4: Solucién analitica de la ecuacion de Verhulst.

En este capitulo se tratan de manera detallada los resultados de la
aplicacion de los planes de clase para un curso de ecuaciones
diferenciales, disefiado desde el enfoque cualitativo y bajo la
concepcidén cuasi-empirica, de las mateméticas tomando como eje
transversal la resolucion de problemas.

Los planes de clase se aplicaron de manera definitiva a un curso de
cinco estudiantes, con el fin de valorar las principales caracteristicas
del proceso de aprendizaje, asi como las reacciones de los estudiantes
frente a un curso de ecuaciones diferenciales con las caracteristicas ya
mencionadas.

CONCLUSIONES

El procesamiento y analisis de la informacidn recolectada durante esta
investigacion se llevd a cabo con ayuda de ATLAS.ti®, lo cual
permitio establecer algunas categorias (cddigos) para el anlisis de los
datos (Ver Figura 5).
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Figura 5: Mapa de codigos (categorias).

A continuacion, se explican brevemente las categorias que surgieron
como resultado del andlisis de los datos.

Solucién de Problemas. Este codigo aparece en el primer nivel
basicamente por dos razones, una primera tiene que ver con el hecho
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de que se establecié como elemento transversal para todo el curso por
su pertinencia y de otro lado se interrelaciona permanentemente con la
postura tedrica el cuasi-empirismo.

Cada plan de clases inicia con una situacién problema la cual obliga a
que los estudiantes propongan conjeturas y las discutan con sus
comparfieros y el docente a fin de establecer el modelo que mejor
responda al problema. El paso a seguir consiste en resolver la
ecuacion o sistema de ecuaciones diferenciales, lo cual se hizo desde
el enfoque cualitativo y en algunos casos se emplearon los métodos
numeéricos e incluso los analiticos si es posible, con el fin de obtener
un completo panorama del problema en cuestién.

Cabe resaltar que una vez propuesto el problema de cada plan de clase
los estudiantes de manera natural se sitGan en las cuatro fases
propuestas por Polya. Por ejemplo, para estudiar el crecimiento de una
poblacion es necesario comprender plenamente la situacion, es decir,
clase de poblacién, datos estadisticos o valores iniciales con que se
cuentan, que factores inciden en el crecimiento de una poblacion. A
continuacion, se debe establecer un plan, es decir, la ecuacion
diferencial que modela el problema. Después se debe resolver la
ecuacion diferencial, lo cual se hace de manera cualitativa con ayuda
de la tecnologia (Maple 18®). Contrastar la solucién con los datos
reales con el fin de verificar la validez del proceso.

Concepcion Cuasi-empirica de las Matematicas. Una vez propuesto
el problema inicial de cada plan de clases a partir de preguntas
generadoras los estudiantes enuncian valiosas conjeturas que discuten
entre ellos mismos y con el docente de modo que se pueda establecer
un modelo inicial. Después de plantear la o las ecuaciones
diferenciales que modelan el problema se debe proceder a resolver,
privilegiando los métodos cualitativos, lo cual también da lugar a
conjeturas o experimentacion, donde los estudiantes conjeturan acerca
de las soluciones, sus caracteristicas y comportamiento en el tiempo.

Métodos Cualitativos. El curso de ecuaciones diferenciales es
orientado con el enfoque cualitativo, lo cual result6 motivante e
interesante para los participantes, basicamente por dos razones.

e No es necesario que memoricen las estructuras de las ecuaciones
diferenciales que se pueden resolver analiticamente ni tampoco los
algoritmicos de resolucion empleados en los cursos habituales.

e Debido a que los métodos cualitativos se basan en el pensamiento
geométrico, resulta mucho méas sencillo para ellos diagramar un
campo de pendientes, una linea de fase o graficar una solucién
numérica, lo cual ademas, es mas evidente y enriquecedor para
ellos que una funcion que represente la solucion de una ecuacion
diferencial, claro, siempre que esta se pueda encontrar.

Uso de Tecnologia. Para esta investigacion es indispensable el uso de
la tecnologia, en este caso para el curso de ecuaciones diferenciales se
empled Maple 18®, debido al potencial que posee para el estudio de
las ecuaciones diferenciales y su facil manejo.

El uso de Maple 18® produjo grandes beneficios, no solamente por lo
motivados que se perciben los estudiantes, sino que ademas les
permite conocer el comportamiento de la solucién a un sistema
dinamico de forma muy ilustrativa, comprensible y rapida.

Lo que se observd como debilidad en la prueba de entrada realizada
por los estudiantes, en relacion con la escasa comprension del
concepto de derivada, se resolvio a lo largo del curso gracias a que el
analisis cualitativo apoyado el software termino por ser un ejercicio
rutinario y muy enriquecedor para ellos, ya que, de alli se desprendia
todo el andlisis posterior de las soluciones del problema y sus posibles
variaciones. Finalmente se concluye que esta investigacion culmino
con los siguientes logros:

1. La elaboracién de un modelo didactico para el aprendizaje de las
ecuaciones diferenciales desde un enfoque cualitativo basado en el
pseudo-empirismo.

2. Se logré evidenciar de primera mano el proceso de aprendizaje del
grupo de cinco estudiantes que participaron del curso, lo cual resulta
novedoso, debido a que si bien en otras latitudes existe alguna
referencia acerca de algin curso de ecuaciones diferenciales con
enfoque cualitativo, no se tienen registros acerca de su
implementacion completa y desde el pseudo-empirismo como teoria
de la educacion matemética.

3. El enfoque de solucion de problemas es ideal para el curso de
ecuaciones diferenciales basado en el pseudo-empirismo, ya que entre
ellos se genera una dialéctica, es decir, ante una situacion problema se
parte de una conjetura para proponer una via de solucién al problema,
dicha conjetura se pone a prueba o se socializa, si no soporta la prueba
debe ser revisada con el fin de mejorarla o refutarla. Al proponer una
solucién al problema también se conjetura, si la solucién resulta. De la
misma manera se debe conjeturar que ocurre con las soluciones con el
paso del tiempo, o si se cambian las condiciones o los parametros.

4. La potencia del concepto de la derivada como la pendiente de la
recta tangente se hace latente en el analisis cualitativo, cuando los
estudiantes elaboran el campo de pendientes se aprecia en toda su
magnitud el comportamiento de las soluciones y con algo de éalgebra
se puede tener un panorama completo acerca de todas las soluciones
de una ecuacién diferencial o de un sistema de ecuaciones
diferenciales.

5. El trabajo exhaustivo y sistematico del método cualitativo
complementado con los métodos numéricos y analiticos favorece la
comprension de los estudiantes acerca de cada situacion problema y
sus soluciones. Ademas brinda alternativas frente a un atascamiento,
es decir, que cuando ellos se encuentran con una ecuacion diferencial
0 un sistema de ecuaciones diferenciales que surge como modelo para
cierto problema y no es posible encontrar una solucion analitica, lo
cual es frecuente, pueden apelar a los métodos cualitativos y/o
numeéricos para encontrar una via de resolucion de dicho problema.

6. Por otro lado los estudiantes se hacen conscientes de que los
métodos de solucidn de un problema no son infalibles ni absolutos.

7. Un aspecto determinante que ademas se considera un importante
logro del curso de ecuaciones diferenciales desde un enfoque
cualitativo y basado en el pseudo-empirismo, consiste en que los cinco
estudiantes que terminaron el curso y tenian un promedio en sus
cursos previos de mateméticas rondando el tres, es decir la nota
minima para aprobar, en el curso de ecuaciones diferenciales
obtuvieron un promedio de 3.9.

8. Si bien es cierto que los logros alcanzados luego de la aplicacion y
valoracion de la propuesta son muy positivos, cabe aclarar que en
muchos casos los estudiantes se muestran muy inseguros y les cuesta
participar durante la clase.

9. Pese a la orientacion del curso y los recursos empleados en el
mismo, se continla presentando un porcentaje importante de
desercion por parte de los estudiantes.

10. Para muchos estudiantes no es facil el acceso a un computador y el
software empleado en el curso.

11. El uso del software, asi como los comandos pese a que no son
muchos ni dificiles de manejar, logran poner en aprietos a los
estudiantes especialmente al comienzo del curso.

Finalmente, a partir del modelo didactico preliminar, toda la
informacion recolectada en los planes de clase y su respectivo analisis
se concluye presentando de modo esquematico el modelo didactico
final (Ver Figura 6).
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Figura 6: Modelo Didéactico Consolidado.

RECOMENDACIONES

Se espera que este trabajo motive a otros investigadores interesados en
el tema a llevar a cabo, estudios que permitan verificar la eficacia de
esta propuesta y otras similares para el aprendizaje de las ecuaciones
diferenciales desde el enfoque cualitativo, y se promuevan las
reformas necesarias tendientes a mejorar el desempefio académico y
profesional de los futuros ingenieros y licenciados en matematicas. A
continuacion, se sugieren algunas recomendaciones para posteriores
estudios relacionados con el tema en cuestion.

1. En primer lugar, son necesarios nuevas investigaciones que
aborden el proceso de aprendizaje de las ecuaciones diferenciales
desde un enfoque cualitativo y basados en el pseudo-empirismo, con
el fin de tener otras miradas y asi enriquecer, mejorar o proponer
modelos didacticos, orientados a suplir las necesidades de aprendizaje
de los estudiantes actuales, de manera que estos se sientan motivad y
se apropien de los contenidos tratados en los diferentes cursos de
ecuaciones diferenciales.

2. Los elementos que sirvieron como medio para la implementacion
de esta propuesta, es decir el syllabus y los planes de clase, estan
sujetos a reformas y mejoras, los problemas, las actividades
propuestas y las actividades de practica pueden y deben ser revisadas
y mejoradas o adaptadas, de acuerdo con el perfil de los estudiantes
que participen en el curso en cuestion. En el mismo sentido, es
probable que se trabaje con el mismo syllabus y planes de clase, desde
un énfasis diferente al presentado en esta propuesta.

3. Es importante que los estudiantes que participan del curso,
dominen al menos de manera basica, algin programa de computo que
sea Util para el desarrollo del curso. Ademas, se debe tener acceso a
los recursos tecnoldgicos necesarios para el curso, es decir, que los
estudiantes tengan tanto en casa como en la universidad un
computador y el software que se emplee en el curso.

4. Como se pudo concluir a través de esta investigacion, el enfoque
cualitativo permite una mayor comprension por parte de los
estudiantes, acerca de un fenémeno que cambia con el tiempo, para lo
cual se utilizo el software Maple® 18, el cual dejo una grata impresién
en los estudiantes por su facil manejo, asi como las ayudas y tutoriales
de que se dispone, pero sin embargo bien se podria emplear cualquier
otro software que cuente con caracteristicas similares al Maple® 18.

5. El pseudo-empirismo como teoria de la educacion matemaética, fue
fundamental para abordar los problemas estudiados durante el curso,
asi como las cuatro fases de solucién de problemas propuestas por
Polya, por lo que se recomienda se mantenga como invariantes del

modelo el enfoque cualitativo, la solucion de problemas y el Pseudo-
empirismo como teoria de la educacién matematica.

6. Finalmente se recomienda trabajar esta propuesta de manera
interdisciplinaria y colaborativa con otros docentes que impartan el
curso de ecuaciones diferenciales. Finalmente es importante que esta
propuesta se complemente con el estudio de los sistemas dindmicos.
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Abstract

This research in Mathematics Education called: "DIDACTIC MODEL
FOR THE LEARNING OF MATHEMATICAL MODELING
THROUGH EQUATIONS IN DIFFERENCES", includes problem
solving, equations in differences and the quasi-empirical approach of
mathematics as basic elements of the Framework Theoretical. To
design the Didactic Model, the socio-cultural political and scientific-
technological contexts were interrelated with the epistemological and
ethical approaches.

Five groups of activities were applied in students of Systems
Engineering of the Pan American University Institution Compensar,
who attended the Discrete Mathematics course during the second
semester of 2016. In the design and application of each of the didactic
activities, the elements of the Theoretical Framework, Didactic Model
and Discrete Dynamic Systems were taken into account. Each activity
was constituted in three stages: Motivation, Discussion and Practice,
which included historical elements, experimentation, data collection,
formulation of conjectures and obtaining the mathematical model in
discrete variable. The subjects modeled were: Finite Differences, The
Game of Life, Towers of Hanoi, Sierpinski Triangle, Newton's Cooling
Law, Markov Chains, Tessellated, Discrete Logistic Equation, and
Chaotic Processes.

From the results of this research highlights the evidence of the
development and improvement of mathematical abilities by the
students to model mathematically from the equations in differences.

Resumen

Esta investigacion en Educacion Matematica denominada:
“MODELO DIDACTICO PARA EL APRENDIZAJE DE LA
MODELACION MATEMATICA A TRAVES DE LAS ECUACIONES
EN DIFERENCIAS”, incluye la resolucion de problemas, las
ecuaciones en diferencias y el enfoque cuasi empirico de las
matematicas como elementos basicos del Marco Teérico. Para
disefiar el Modelo Didéactico se interrelacionaron los contextos
sociocultural politico y cientifico tecnolégico con los enfoques
epistemoldgicos y éticos. Se aplicaron cinco grupos de actividades en
estudiantes de Ingenieria de Sistemas de la Institucion Universitaria

Panamericana Compensar, que cursaron la asignatura Matematicas
Discretas durante el segundo semestre de 2016. En el disefio y
aplicacion de cada una de las actividades didacticas se tuvieron en
cuenta los elementos del Marco Tedrico, del Modelo Didactico y los
Sistemas Dinamicos Discretos. Cada actividad se constituyd en tres
etapas: Motivacion, Discusion y Practica, en la cual se incluyeron
elementos histdricos, experimentacion, toma de datos, formulacién de
conjeturas y obtencion del modelo matemético en variable discreta.
Los temas modelados fueron: Diferencias Finitas, El Juego de la
Vida, Torres de Hanoi, Triangulo de Sierpinski, Ley de Enfriamiento
de Newton, Cadenas de Markov, Teselados, la Ecuacién Logistica
Discreta y los Procesos Cadticos. De los resultados de esta
investigacion se destaca la evidencia del desarrollo y mejoramiento
de habilidades matematicas por parte de los estudiantes para modelar
matematicamente a partir de las ecuaciones en diferencias.

INTRODUCCION

En nuestro pais se cuestiona la calidad de la educacion a todo nivel,
asi como la competencia de los egresados en diferentes profesiones.
El Sistema Nacional de Informacién de la Educacion Superior
(SNIES), reporta 348 instituciones de Educacién Superior activas en
Colombia, de las cuales 115 se encuentran en Bogotd, y de éstas se
reconocen como universidades 29; es importante resaltar que s6lo 9
se encuentran acreditadas con alta calidad. Las Instituciones que
ofrecen carreras de Ingenieria son 51, de carécter oficial son 5y las
demas son privadas. Para los egresados de carreras de ingenieria, se
reconoce la exigencia de desarrollar el pensamiento cientifico, es
decir la capacidad para relacionar variables, formular conjeturas,
preguntas o hipdtesis, ademas de proponer explicaciones y modelos
que les permita interpretar diferentes situaciones en su desempefio
profesional utilizando la tecnologia.

En las pruebas “SABER PRO”* se evalla esta competencia
transversal a los estudiantes de los diferentes programas de
Ingenieria, s6lo que en un contexto especifico relacionado con la
formacién dada en cada pregrado. Un indicador del nivel de

40 www.icfes.gov.co/examenes/saber-pro/informacion-general /que-se-
evalua
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formacioén matematica de los egresados es la prueba de razonamiento
cuantitativo en la cual los mas altos puntajes del grupo de las carreras
de ingenieria los obtuvieron los estudiantes de las Universidades
Nacional de Colombia y Los Andes, segin el reporte de los
resultados agregados de las pruebas aplicadas en el segundo semestre
de 2013. En los resultados entregados por las “PRUEBAS SABER
PRO 2013”, se establecio solo el 1,7% de los estudiantes alcanz6
puntajes notables en las competencias relacionadas con el desarrollo
del pensamiento cientifico en contexto y las asignaturas de ciencias
bésicas son la plataforma que permite a los estudiantes desarrollar el
pensamiento cientifico. Tal como lo plantea el ICFES (Médulo de
Pensamiento cientifico Matematicas y Estadistica SABER PRO 2014-
2), la formacién cientifica incluye habilidades como: 1) Plantear
preguntas y proponer explicaciones o conjeturas que puedan ser
abordadas con rigor cientifico. 2) Establecer estrategias adecuadas
para abordar y resolver problemas. 3) Adquirir e interpretar
informacion para abordar y entender una situacion problema. 4)
Analizar criticamente los resultados y derivar conclusiones. 5)
Comprender, comparar, utilizar o proponer modelos que permiten
describir, explicar y predecir fendmenos o sistemas. Pese a que en
todo estamento de la comunidad educativa universitaria se reconoce
las posibilidades que otorga la Educaciéon Matematica, no se han
resuelto las dificultades para superar modelos didacticos
tradicionales, o propuestas, aisladas de la realidad de los ingenieros y
los diferentes sectores industriales y de servicios que los demandan.
Desarrollar el pensamiento cientifico de los estudiantes implica que
utilicen las herramientas matematicas para modelar situaciones
relacionadas con otras asignaturas, el desempefio profesional o
eventos cotidianos. La modelacion matematica se considera un tema
implicito en diferentes asignaturas del &rea matematica de las carreras
de ingenieria, en algunos programas se enuncia como uno de sus
objetivos pero no se establece la forma de cumplirlo. Algunos
profesores de matematicas consideran que la modelacion matematica
corresponde al area de las ciencias aplicadas y de las asignaturas
especificas de cada ingenieria; otros enfoques se orientan a las
aplicaciones que se derivan de cada tema de los cursos de
matematicas. Es notable que para abordar acertadamente la
modelacion matematica se requiere el aporte de diferentes disciplinas
ademas de las matematicas, pues el contexto y caracteristicas de cada
situacion a modelar deben estar plenamente identificados y
establecidos. Otro elemento importante a tener en cuenta en los
procesos de modelacion es la utilizacion de los recursos tecnoldgicos
ya sea para procesar datos o para recolectarlos. Las habilidades
matematicas, que requieren los futuros ingenieros estan relacionadas
con el mundo cambiante y globalizado que afrontamos, el vertiginoso
avance tecnoldgico y las comunicaciones que generan cada vez
nuevas situaciones de ingenieria que deben ser analizadas,
interpretadas, modeladas, recreadas y explicadas en forma concreta y
precisa. Tal como lo plantea Dujet en su conferencia pronunciada en
Meéxico en el afio 2005 “Los ingenieros estan destinados a
evolucionar en un mundo de complejidad creciente y cada vez mas
incierto; sin embargo deben llevar a cabo sus proyectos con la mayor
eficacia, lograr los resultados mas sobresalientes y tomar las
decisiones adecuadas con toda la responsabilidad requerida en este
contexto” (Dujet, 2007)*.. Sin embargo, en las précticas de clase de
matematicas se enfatiza en resolver ejercicios de calculo,
considerando el saber matemaético aislado de la vida laboral y
cotidiana.

De las diferentes asignaturas que brindan las herramientas para
realizar procesos de modelacion matematica es de destacar las
ecuaciones diferenciales y en diferencias y las matematicas discretas
pues permiten la conjugacion y comparacion de diferentes métodos de

41 Dujet, C. (05-10-2007). Matematicas del Mundo Real. Recuperado el 30
de 10 de 2014, de Matematicas del Mundo Real:
http://www.m2real.org/spip.php?article2

analisis y una mejor comprension de diversos fenémenos dinamicos.
El abordar los sistemas discretos desde las ecuaciones en diferencias
permite, en algunas situaciones, obtener modelos mas ajustados a la
realidad. Con las ecuaciones en diferencias finitas se obtienen
estimaciones de las soluciones de ecuaciones diferenciales, lo que se
denomina “métodos de diferencias finitas”.

Actualmente son muchas las aplicaciones de las ecuaciones en
diferencias, en dinamica de poblaciones, ingenieria, economia,
biologia y otras. Dicha modelacién se hace con el uso de recursos
informaticos a través de la simulacion. Al comparar las soluciones
arrojadas y confrontarlas con las situaciones reales, se encuentra que
en las ecuaciones diferenciales se presenta el analisis de las variables
continuas y en las ecuaciones en diferencias el de las variables
discretas. ElI comportamiento real de los fenémenos, algunas veces
puede ser un punto intermedio entre estas posibilidades, y en estos
casos debe abordarse desde los procesos estocasticos.

El “Aprendizaje de la modelacion matematica a través de las
ecuaciones en diferencias” es un tema no resuelto en las facultades de
ingenieria, pues las actividades didacticas encaminadas a desarrollar
la habilidad de modelar mateméaticamente diversas situaciones son
muy escasas en los cursos de ecuaciones diferenciales y en
diferencias y matematicas discretas. Esto se debe, en parte, a que
algunos docentes no dominan las diferentes técnicas de modelacion
matematica ni utilizan situaciones novedosas de aplicaciones de las
ecuaciones diferenciales y en diferencias y matematicas discretas.
Otro elemento a tener en cuenta para formular una propuesta de
ensefianza y aprendizaje de la modelacion matematica es que los
modelos mateméticos construidos con base en las ecuaciones en
diferencias, deben servir para motivar y preparar a los estudiantes en
el abordaje de las ecuaciones diferenciales y las matematicas
discretas.

La propuesta de promover el “Aprendizaje de la modelacion
matematica a través de las ecuaciones en diferencias” esta inscrita en
las siguientes lineas de investigacion en Educacion Matematica de la
Universidad Antonio Narifio: 1) Ensefianza y aprendizaje de las
matematicas a través de la solucién de problemas (especialmente
problemas no rutinarios). 2) Ensefianza y aprendizaje de las
matematicas avanzadas a través de sus aplicaciones. 3) Estrategias del
desarrollo, enriquecimiento y consolidacion del pensamiento
matematico (incluye la ensefianza y aprendizaje de la matematica para
talentosos).

El problema de investigacion es el siguiente: ;Qué caracteristicas
debe tener un Modelo Didactico para el aprendizaje de la modelacién
matematica a través de las ecuaciones en diferencias, que corresponda
a las necesidades de formacion de los futuros profesionales en
ingenieria, que esté acorde a las demandas de la sociedad, industria,
innovacion, investigacion y desarrollo tecnolégico en Colombia?

El objeto de estudio corresponde a los procesos de aprendizaje de la
modelacion matemética a través de las ecuaciones en diferencias.

El objetivo general es disefiar, aplicar y valorar un modelo didéctico
que mejore las competencias relacionadas con la modelacion
matematica y el pensamiento cientifico en contexto desde las
ecuaciones en diferencias para estudiantes de ingenieria. Los
objetivos especificos de la tesis son:

1. Establecer las caracteristicas y contenidos de los cursos que
incluyan el tema de las ecuaciones en diferencias para los estudiantes
de ingenieria.

2. ldentificar la correspondencia entre la forma de abordar los
contenidos de las ecuaciones en diferencias y las habilidades que
debe adquirir el futuro profesional.
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3. Reconocer los intereses, las formas como acceden al
conocimiento y las ideas de los estudiantes en relacion con el
contenido de la asignatura: Matematicas Discretas para estudiantes de
Ingenieria de Sistemas de la Institucion Universitaria Panamericana
Compensar.

4. Proponer y aplicar actividades de aprendizaje que tengan en
cuenta la experimentacién, conjetura, refutacion, formalizacion,
aplicacion y que contemplen la evolucién de los conocimientos de los
estudiantes, la interaccion profesor—estudiante y el desarrollo del
proyecto didactico en la asignatura Matematicas Discretas.

5. Valorar el nivel de desarrollo de las habilidades matematicas de
los estudiantes para la modelacion a través de las ecuaciones en
diferencias.

El campo de accién se enmarca en el: proceso de aprendizaje de la
modelacion matematica en los estudiantes de las carreras de
ingenieria.

Las preguntas cientificas de la tesis son las siguientes:

1. ¢Cuéles son las caracteristicas y contenidos de los cursos que
incluyan el tema de las ecuaciones en diferencias para los estudiantes
de ingenieria?

2. ¢(Qué correspondencia hay entre la forma de abordar los
contenidos de las ecuaciones en diferencias y las habilidades que debe
adquirir el futuro profesional?

3. ¢Cuales son los intereses, las formas como acceden al
conocimiento y las ideas de los estudiantes en relacion con el
contenido de la asignatura: Matematicas Discretas de la Institucion
Universitaria Panamericana Compensar?

4. ;Coémo se lograria que los estudiantes de ingenieria adquieran
habilidades en el proceso de modelacion matemética a través de las
ecuaciones en diferencias?

5. ¢Como valorar las actividades de aprendizaje desarrolladas por
los estudiantes de la carrera de ingenieria de Sistemas de la
Institucion Universitaria Panamericana Compensar?

El aporte tedrico y practico del trabajo de investigacion, aborda uno
de los grandes problemas que poseen los estudiantes de ingenieria, el
cual se refiere a los procesos de aprendizaje de la modelacion
matematica. Las herramientas usadas para mejorar dichos procesos,
son las ecuaciones en diferencias y la resolucion de problemas. El
aporte tedrico consiste en una metodologia de trabajo, basada en las
ecuaciones en diferencias y la resolucién de problemas, que ayude
sustancialmente a mejorar los procesos de aprendizaje de los
estudiantes en la modelacién mateméatica. El aporte préctico es el
disefio, implementacion y evaluacion de un modelo didactico para el
aprendizaje de la modelacion matemética a través de las ecuaciones
en diferencias.

Los resultados en los estudiantes son los siguientes: Desarrollo de
habilidades matematicas en el proceso de modelacién basadas en las
ecuaciones en diferencias y la resolucion de problemas; desarrollo de
la capacidad para explicar, resolver e inferir acerca de situaciones
problémicas planteadas a través de modelos matematicos; cambio en
la concepcion de los estudiantes sobre la importancia de la
aplicabilidad real en su vida profesional de las matematicas,
especificamente en las ecuaciones en diferencias; evolucion de
preconceptos y desarrollo de heuristicas de los estudiantes para la
solucion de situaciones problema fundamentados en las ecuaciones
en diferencias y resolucion de problemas retadores.

La novedad cientifica de este trabajo doctoral se enmarca en: La
interrelacion de las ecuaciones en diferencias y la resoluciéon de
problemas como herramientas de naturalezas epistemoldgicas

diferentes, en el mejoramiento del aprendizaje de la modelacién
matematica en estudiantes de ingenieria.

Con el propésito de mejorar y desarrollar habilidades matematicas de
los estudiantes de ingenieria que cursan la asignatura de Matematicas
Discretas en la Institucion Universitaria Panamericana Compensar,
ésta tesis doctoral en Educacion Matematica se enmarca dentro del
enfoque de la investigacion cualitativa. Este tipo de investigacion es
el mas adecuado debido a que se busca explorar y comprender el
comportamiento y actitudes de los estudiantes después de aplicar la
estrategia didactica, en aras de adquirir habilidades en el proceso de
modelacién. ***Es recomendable seleccionar el enfoque cualitativo
cuando el tema de estudio ha sido poco explorado, 0 no se ha hecho
investigacion al respecto en algin grupo social especifico.

A continuacién se describen las fases para su desarrollo: En la
primera fase se disefiaron los instrumentos y estrategias para
recolectar informacion y analizarla. En la segunda fase se realiz6 el
disefio y aplicacién del Modelo Didéactico sustentado en la resolucion
de problemas, las ecuaciones en diferencias y la concepcion cuasi
empirica de la matematica. La tercera y ultima fase, correspondio al
andlisis de datos y resultados que permitieron evaluar el Modelo
Didactico propuesto y formular unos elementos teoricos que
describieran y explicaran la forma en que las actividades didacticas
impactaron positivamente o no, en cada uno de los estudiantes y con
esto aportar en la construccion del aprendizaje de la modelacién a
través de las ecuaciones en diferencias.

La estructura de la tesis tiene cuatro capitulos. En el capitulo uno, se
hizo una revision del estado del arte. En el capitulo dos, se desarroll6
el marco tedrico tomando como elementos las ecuaciones en
diferencias, la resolucidn de problemas y la concepcion cuasi empirica
de las matemaéticas. La conjugacion de estos tres elementos, llevo a los
estudiantes de ingenieria a construir el aprendizaje de la modelacion
matematica. En el capitulo tres denominado metodologia para la
construccion del modelo didactico, se tuvieron en cuenta los tres
principios que debe tener el modelo didactico: aprender matematicas
es igual a hacer matematicas, la importancia de los modelos discretos
y las ecuaciones en diferencias como herramienta de modelacién. En
el cuarto capitulo, denominado andlisis y discusion de resultados, se
hizo un recuento de todas las actividades desarrolladas por los
estudiantes, haciendo hincapié en los logros, las dificultades,
necesidades, posturas tedricas y reacciones de los estudiantes.
Finalmente, se formularon las conclusiones y recomendacion que
surgieron del presente trabajo de investigacion.

Enel CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE se analizan algunas
investigaciones que tienen como eje central la ensefianza aprendizaje
de modelacién matematica a través de las ecuaciones en diferencias.

De hecho, en las Gltimas dos décadas, las ecuaciones en diferencias
han tenido una importancia muy relevante debido al desarrollo de las
nuevas tecnologias. La educacion matemética ha adquirido nuevos
enfoques, muchos autores sefialan la importancia de contextualizar el
quehacer matematico en las ciencias aplicadas en todos los niveles y
en todos los campos del saber.

Los autores referenciados en este capitulo, resaltan en sus tesis una
vision que permita integrar las matematicas a los diferentes contextos
y demas disciplinas del saber. La modelacion matematica como eje
central del conocimiento matematico, debe implementarse en todos
los cursos de matematicas, de tal forma que los estudiantes aprendan a
plantear y resolver problemas contextualizados, lo cual les debe servir

42 Hernandez Sampieri, R. (2010). Metodologia de la Investigacién. Quinta
Edicién. Editorial McGraw Hill, México D.F., paginas. 364-365.
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para llegar a ser mejores profesionales con un pensamiento autbnomo
y critico a la hora de tomar decisiones. Destacamos las siguientes
referencias consultadas: Journal: Advances in Difference
Equations®, ésta revista especializada en el estudio de las ecuaciones
en diferencias, presenta avances en la matematica contemporanea
ligadas al area, pero en general no abarca los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las ecuaciones en diferencias.

El Proyecto SIMIODE™ es una propuesta dirigida por Brian Winkel,
Profesor Emérito del Departamento de Ciencias Matematicas de la
Academia Militar de Estados Unidos, cuya finalidad es promover el
uso de la modelacién con ecuaciones diferenciales y en diferencias en
el aula de clase. Entre las estrategias utilizadas para mejorar la
ensefianza y el aprendizaje de las ecuaciones diferenciales y en
diferencias, se conforma una comunidad en linea para profesores y
estudiantes en la cual se comparten experiencias exitosas que utilizan
la modelacion, la tecnologia y el aprendizaje colaborativo.

SIMIODE ofrece a sus usuarios “escenarios de modelacion”,
conjuntos de datos, videos, y presentaciones entre otros recursos que
permiten y motivan el aprendizaje. Otro articulo especialmente
relevante es: La Matematica en el contexto de las ciencias® y las
matematicas en la formacién de un ingeniero.

Las exigencias de un mundo globalizado y un constante avance
tecnoldgico llevan a las instituciones de educacidon superior a
replantearse los perfiles de sus egresados, los programas académicos y
curriculares y por lo tanto las practicas docentes. Una opcidn a tener
en cuenta para la formaciéon de ingenieros es utilizar propuestas
metodolégicas de ensefianza que desarrollen la creatividad,
innovacion y el razonamiento orientado a la solucién de problemas.
En el caso de las matematicas dirigidas a estudiantes de ingenieria, se
expone la propuesta de “La matematica en el contexto de las ciencias”
(MCC), teoria que data desde 1982 en el Instituto Politécnico
Nacional de México como producto de las reflexiones acerca de la
problemética estudiantil asociada a los procesos de ensefianza -
aprendizaje de las matematicas en todos los niveles educativos®.

Esta propuesta pretende superar la dificultad que presentan los
estudiantes para interpretar el mundo real, pues no reconocen los
conceptos matematicos como una herramienta para plantear o analizar
modelos, y la gran cantidad de informacion proveniente de otras
asignaturas no es relacionada con el conocimiento matematico.

Segun la autora (Camarena, 2009), la matematica en el contexto de las
ciencias se fundamenta en los siguientes paradigmas:

®* “La matematica es una herramienta de apoyo y disciplina
formativa.

* La matematica tiene una funcion especifica en el nivel
universitario.

43 http://www.advancesindifferenceequations.com

4 https://www.simiode.org/about

4 Hernandez M. Néstor (2012). Acciones didacticas para mejorar el
aprendizaje de las ecuaciones diferenciales en carreras de Ingenieria. Tesis
de Maestria Universidad Antonio Narifio. Bogota

4 Trejo Trejo, E; Camarena Gallardo, P; Trejo Trejo, N. (2013). Las
matemdaticas en la formacién de un ingeniero: una propuesta
metodolégica. Revista de Docencia Universitaria. REDU. Vol. 11, Numero
especial dedicado a Engineering Education, pp. 397-424. Recuperado el 25
de abril de 2015 en http://red-u.net

47 Camarena, P. (2009). La matematica en el contexto de las ciencias.
Instituto Politécnico Nacional México. [Versién electrénica] Innovacién
Educativa, Vol. 9, nim. 46, enero-marzo, pp. 15-25. Recuperado el 8 de
mayo de 2012 en el URL:
http://redalyc.uaemex.mx/redalyc/pdf/1794/179414894003.pdf
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*  Los conocimientos nacen integrados™®,
En relacién a la temética de la modelacion matematica destacamos:
Modelacién matematica como método de investigacion en clases
de mateméticas®

Segun los autores, la modelacion matematica es todo un proceso
inmerso en el hallazgo de un modelo. El modelo matematico de un
fendmeno redne una serie de simbolos y formulaciones matematicas
que realizan la traduccion del fendmeno en estudio. Dicho modelo no
s6lo permite hallar una solucién particular del problema, sino que
también sirve de apoyo para otro tipo de teorias o aplicaciones
matematicas. Existen muchas definiciones de modelo, segin cada
area del conocimiento.

El articulo termina con la presentacion de una aplicacion de un
problema real al tema de la crianza de pollos, el peso que adquieren
durante su vida y las raciones de comida que consumen en funcién de
los dias de vida, en la cual se hace todo el proceso de modelacion
matematica (delimitacion del problema, referencial tedrico, hipotesis,
desarrollo, resolucion del problema, interpretacion de la solucion y
validacion del modelo). En referencia al contexto colombiano se
revisd: Modelacion en educacion matematica: Una mirada desde los
lineamientos y estandares curriculares colombianos™ .

Este documento es un avance de investigacion en el marco del
proyecto “El proceso de modelacion matemdtica en las aulas
escolares del suroeste antioqueﬁo”zz, en él se desarrollan los
referentes tedricos sobre la modelacion como recurso didactico en las
clases de matematicas.

El Ministerio de Educacion Nacional (MEN) en el documento
Lineamientos Curriculares (1998) expone la importancia de que los
estudiantes relacionen los contenidos de aprendizaje con sus
experiencias cotidianas; ademas se afirma que uno de los propdsitos
de la ensefianza de las matematicas es el desarrollo del pensamiento
matematico.

Las estrategias que se sugieren son “la resolucion de problemas” y “la
modelacion matematica”, sustentadas en desarrollar en los estudiantes
la habilidad de comunicarse matematicamente, propiciar la
investigacion que acompafia al razonamiento matematico,
comprender conceptos y procesos matematicos, e investigar
diferentes alternativas a situaciones problémicas.

La modelacion se describe como un proceso que permite a los
estudiantes construir conceptos matematicos de una forma
significativa ya que a partir de una situacion problémica se puede
observar, analizar, explicar, inferir, validar el modelo mismo y los
conceptos y procesos matematicos que encierra. En el CAPITULO 2:
MARCO TEORICO se recogen los referentes tedricos,
epistemoldgicos y conceptuales, en los cuales se soporta el trabajo

48 Camarena, P. (2009). La matemdtica en el contexto de las ciencias.
Instituto Politécnico Nacional México. [Version electrénica] Innovacion
Educativa, Vol. 9, nim. 46, enero-marzo, pp. 15-25. Recuperado el 8 de
mayo de 2012 en el URL:
http://redalyc.uaemex.mx/redalyc/pdf/1794/179414894003.pdf

49 Hein, N, y Biembengut, M. S. (2006). Modelaje Matematico como
Método de Investigacion en Clases de Matematicas. [Versién Electrénica].
V Festival Internacional de Matematicas, 1-25. Recuperado el 10 de mayo
de 2012 en el URL: http://www.cientec.or.cr/matematica/pdf/P-
2Hein.pdf

50 Villa, J.A. y Ruiz, H.M. (2009). Modelacién en educacién matematica: una
mirada desde los lineamientos y estandares curriculares colombianos.
“Revista Virtual Universidad del Norte”. No 27 (mayo - agosto de 2009,
Colombia). Recuperado el 12 de mayo de 2012 en el URL:
http://revistavirtual.ucn.edu.co/ 22
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a realizarse en la tesis. Inicialmente se refiere a los Modelos
Discretos y Continuos™.

Un modelo es la representacién de un proceso, es decir, un cambio en
los estados de un sistema a través del tiempo, esta descripcién puede
ser discreta o continua.

En el caso discreto, se observa un sistema que cambia a intervalos de
tiempo regulares finitos, es decir, a cada segundo, minuto, hora, etc.,
y se relaciona el estado observado del sistema con los estados en los
instantes anteriores. Tal sistema puede modelarse en algunas
ocasiones con ecuaciones en diferencias.

En los casos continuos, se trata el tiempo como un continuo, lo que
permite observaciones del sistema en cualquier instante. De tal forma
que el modelo puede expresar las relaciones entre las tasas de
variacion de diversas cantidades. Estos tipos de modelos se
representan con las ecuaciones diferenciales.

El abordar los sistemas discretos desde las ecuaciones en diferencias
permite, en algunas situaciones, obtener modelos més ajustados a la
realidad. Con las ecuaciones en diferencias finitas se obtienen
estimaciones de las soluciones de ecuaciones diferenciales, lo que se
denomina “métodos de diferencias finitas”.

Las ecuaciones en diferencias describen la evolucion de ciertos
fendmenos a través del tiempo. Por ejemplo, al establecer el tamafio
de una generacion de una poblacion en el tiempo, este valor es una

variable discreta, el tamafio de la generacion x(n +1) es una
funcion de la generacion x(n). Esta relacion se expresa como una
ecuacion en diferencias asi:

x(n+1)= f(x(n))

Puede verse esto usando otra notacion, si se comienza desde el punto
Xo, S€ genera la secuencia:

Xor T (%o ) £ (F (), £ (F(F (% D))

Por conveniencia, se adoptara la notacion:
F206)=f(f(x)) i F7(x)=f(f((x)) etc.
f(XO), es la primera iteracion de x, sobre f; fz(xo)es la

segunda iteracién de x, sobre f, mas generalmente, f n(XO) es la
enésima iteracion de x, sobre f. El conjunto de todas las iteraciones
positivas " (XO): n>0, donde f O(Xo)z X, s denominada

por definicion orbita de X, y se denotara por O(XO). Este proceso
iterativo es un ejemplo de un sistema dindmico discreto. Escribiendo

x(n) =f" (X0 ) se tiene:
()= £ = £(F7(00)= £ ()

Las ecuaciones en diferencias y los sistemas dinamicos discretos
representan las dos caras de la misma moneda. Por ejemplo, cuando
los matematicos hablan de ecuaciones en diferencias, se refieren por lo
general a la teoria analitica de la materia y cuando hablan acerca de
los sistemas dinamicos discretos, por lo general se refieren a su
geometria y aspectos topoldgicos.

La opcién pedagdgica asumida en el modelo se basa en la Teoria de la
Resolucion de Problemas. Polya (1965) sefiala que en la solucion de
un problema, se requiere minimamente seguir los pasos de la figura 1.

51 Banasiak ]. (2013). An Introduction via Difference and Differential
Equations. University of KwaZulu-Natal, South Africa Technical University
of Lodz. Cambridge University Press.
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Figura 1: Pasos para la resolucién de un problema®.

El cumplimiento de las etapas planteadas es un camino en la
bisqueda de resultados satisfactorios. Cada enunciado de las
actividades didacticas disefiadas como parte de la estrategia para
mejorar el aprendizaje de la modelacién matematica a través de las
ecuaciones diferenciales y en diferencias, pueden abordarse bajo la
propuesta de resolucién de problemas.

Enel CAPITULO 3: CONSTRatﬁCION DEL MODELO
DIDACTICO se procede a dichadtonstruccion la cual se soporta en
los principios basicos:

e Aprender matematica = Hacer matematica
¢ Importancia de los modelos discretos

e Las ecuaciones en diferencias como herramienta de modelacion

A partir de estos principios se construye el Modelo Didéactico.
Iniciamos con la definicién y consideraciones generales®,

En los ultimos afios, en Colombia se despliega una dindmica de
cuestionamiento acerca de la Educacion Superior con el fin de lograr
una politica educativa que garantice el acceso sin restricciones ni
discriminaciones a toda la poblacién, una educacién superior de
calidad y que sea generadora de conocimiento, tecnologia e
innovacion.

Con el fin de lograr este anhelo nacional las Instituciones de
Educacion Superior se deben someter a diferentes procesos
evaluativos ya sea de los entes que vigilan el sistema o de su propia
autoevaluacion en cuanto al cumplimiento de metas de eficiencia y
calidad.

El cuestionamiento de la efectividad de los procesos de ensefianza y
aprendizaje lleva a incentivar la generacion de propuestas que superen
dificultades ya identificadas en ciertas areas del conocimiento. En las

52 Polya, G. (1965). Como plantear y resolver problemas. (Décimo Quinta
Reimpresion). Editorial Trillas, México D.C, p 7-12

53 Ministerio de Educacién Nacional de la Reptblica de Colombia. (29 de
julio de 2014). MINEDUCACION. Recuperado el 3 de diciembre de 2014, de
MINEDUCACION: http://www.mineducacion.gov.co/1621/articles-
340678_recurso_1.pdf
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asignaturas de matematicas se observa los mayores indices de pérdida
y desercién académica por parte de los estudiantes.

En este contexto del Sistema Educativo Colombiano se delimita la
propuesta de disefiar y validar un modelo didactico para el aprendizaje
de la modelacién matematica a través de las ecuaciones en diferencias.

Un modelo didactico es una representacion del proceso ensefianza
aprendizaje en un contexto tecnolégico-cientifico y socio-cultural
determinado y basado en opciones epistemolégicas y éticas
especificas.

A partir de visualizar la complejidad de elementos que se deben tener
en cuenta al momento de proponer y disefiar un modelo que permita
desarrollar en los estudiantes las competencias pertinentes para
abordar la modelacion matematica usando ecuaciones en diferencias,
se describen el contexto tecnoldgico y cientifico bajo el cual se aborda
la tematica de ecuaciones en diferencias y modelos matematicos, la
situacion social y cultural de la poblacién estudiantil de las carreras de
ingenieria en Colombia; los referentes epistemolégicos de la
educacion matematica que subyace a la propuesta asi como el
compromiso por una educacion superior de calidad.

A continuacidon se representa en un esquema los elementos que
conforman un modelo didéctico:

" CONTEXTO SOCI0 N

J CONTEXTO
COLIURAL Y TECNOLOGICO Y

CIENTIFICO

PoOLIMICO

QUE \
ENSENAR

IDEAS DE LOS |

IDEAS DE LOS |
PROFESORES |

con
\ bbbk ECUACIONES

o
DIFERENCIA

COmMo SISTEMAS DE
APRENDER SEGUIMIENTO Y
EVALUACION /

N FUNDAMENTOS FUNDAMENTOS
“._EPISTEMOLOGICOS ETICOS

Figura 2: Elementos que conforman el Modelo Didactico.

Se describen con detalle los contextos tecnoldgico cientifico y
sociocultural politico, asi como los fundamentos epistemoldgicos y
éticos que hacen parte del modelo didactico propuesto en esta
investigacion.

Respecto al Contexto Tecnol6gico y Cientifico especificamente a la
Modelacién Matemética, Seguin Biembengut>, un modelo matematico
es el conjunto de simbolos, relaciones mateméticas que se utilizan
para representar una situacion real.

En el mundo tan cambiante en el que vivimos, globalizado y
competitivo, donde no importa el conocimiento como tal sino cémo se
puede aplicar y socializar para sacarle el mejor provecho, la
modelacion matematica definida como el proceso que se involucra
directamente en el hallazgo del modelo matematico, viene siendo muy
defendida como método de ensefianza, aunque hay algunos docentes
que aun consideran que corresponde al area de las ciencias aplicadas y
de las asignaturas especificas de cada Ingenieria.

54 Biembengut, M. y Hein, N. (s.f.). Modelo, Modelacién y Modelaje:
Métodos de la ensefianza-aprendizaje de las matematicas. Departamento
de Matematica CCEN, Universidad Regional de Blumean. Brasil
Recuperado el 03 de Diciembre de 2014 en
http://matesup.utalca.cl/modelos/articulos/modelacion_mate2.pdf

Respecto al Contexto Socio-Cultural y Politico se destacan las
Exigencias actuales de la formacion matematica del profesional y en
particular en las carreras de ingenieria.

En Colombia, al igual que en otros paises se percibe que el nimero de
ingenieros no es suficiente. Los retos que impone un mundo
globalizado en cuanto al desarrollo tecnoldgico y cientifico, las
innovaciones y cambios sociales que traen los nuevos acuerdos
comerciales entre los paises, exigen contar con profesionales
debidamente preparados y competitivos.

Los ingenieros son los profesionales que se encargan de analizar los
sistemas, organizaciones, situaciones y proponen mejoras, soluciones
0 innovaciones para el crecimiento del sector productivo y la
eficiencia de las empresas. Esto implica la comprension del entorno, la
vision holista y sistematica de cada situacién para relacionarla
acertadamente con la tecnologia. En este panorama es necesario que
las facultades de ingenieria a nivel de pregrado, desarrollen en los
estudiantes habilidades para practicar la ingenieria de sintesis, es decir
enfocarse en proyectos de disefio; asi como desempefarse con
habilidades comunicativas y tecnoldgicas apropiadas al area de
competencia y al mercado laboral altamente competitivo.

El perfil del estudiante se refiere a su formacion previa, sus
expectativas, deficiencias, potencialidades, y otras caracteristicas
académicas y sociodemograficas que se deben tener en cuenta al
momento de formular una propuesta didactica. Pese a la importancia
que reviste para el desarrollo de un pais contar con profesionales
ingenieros, socialmente no hay reconocimiento ni valoracion de las
carreras ingenieriles.

En estudios recientes, se analiza que si bien en Colombia hay una gran
oferta de carreras de pregrado en ingenieria, superior a paises como
Venezuela y Ecuador, no hay una acogida por parte de los jévenes al
momento de decidir su futuro profesional, es alto el nivel de desercion
y la insatisfaccion de los estudiantes cuando ingresan a las facultades
de Ingenieria. Una de las causas de desercién e insatisfaccion se
relaciona con los programas académicos y la forma como se abordan
contenidos en el aula, en especial con las asignaturas del area de
ciencias basicas como lo son las matematicas.

En el sistema educativo colombiano, hay una fuerte tendencia a las
précticas docentes tradicionales, que poco a poco han incorporado
recursos de informacion y comunicacién tecnoldgica, pero que adin
mantienen esquemas de ensefianza tradicionales, sin propiciar una
participacion activa de los estudiantes.

Los Fundamentos Epistemoldgicos se incorporan al modelo al asumir
(a nivel personal y/o institucional) un modo de entender el
pensamiento  matematico determina la  practica  didéctica.
Concretamente la concepcion de la mateméatica como ciencia, se ve
reflejada en las estrategias didacticas que se desarrollan en el aula.
Este postulado obliga al investigador en educacién matematica a
indicar los referentes de la filosofia de las matematicas que
acompafian el modelo didactico a desarrollar.

El planteamiento de uno de los mateméticos de nuestra época, Reuben
Hersh, es cuestionar la esencia de las matematicas proponiendo una
“filosofia humanista” que se contrapone a los principios del realismo y
el nominalismo; bajo esta concepcion, las matematicas se derivan de
los contextos histéricos y socioculturales; pues son un producto del
pensamiento humano, la relacion que tiene con su entorno ambiental y
social.

Esta vision permite sustentar propuestas de ensefianza aprendizaje de
las matematicas aplicadas, matematicas en contexto, la resolucién de
problemas y la modelacion matematica. Ademas de concebir a las
matematicas como una herramienta Util para las otras ciencias
naturales o aplicadas.
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Los Fundamentos Eticos se refieren al Dilema Inclusién — Calidad.
Ante las exigencias y necesidades no satisfechas en materia educativa
de wuna sociedad cambiante, los entes gubernamentales, las
instituciones de educacién superior y las asociaciones de ingenieros
se han propuesto como meta la calidad de la formacién para los
futuros egresados.

En el contexto educativo en el cual se interrelacionan la
infraestructura universitaria, las aptitudes y habilidades de los
estudiantes de pregrado y la formacién de los docentes y directivos, el
compromiso por brindar una formaciéon de calidad debe hacerse
realidad.

Para realizar las mejoras o cambios e innovaciones que se requiere en
el caso particular de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas
es imperante avanzar en las investigaciones o intervenciones
educativas para compartir aquellas experiencias exitosas.

La propuesta de un modelo didactico para el aprendizaje de la
modelacion matematica a través de las ecuaciones en diferencias,
cumple con allanar la busqueda de la calidad en la formacién de los
futuros ingenieros, asi como la coherencia entre lo que se aprende en
el aula de clases y el quehacer del ingeniero.

A continuacion se describen los aspectos que se tuvieron en cuenta en
el disefio y evaluacion de un conjunto de actividades didacticas para
el aprendizaje de la modelacion matematica a través de las ecuaciones
en diferencias.

Situacion Inicial

de los
Estudiantes

Reterentes
tecnolégicos,
normativos e
institucionales

Evaluacidn

Meatodosy
Ohbjetivos,

Procesosde

trabajo metas

Contenidos

Figura 3: Adaptada del Modelo de la Teoria Didéactica definida
por Hilde Hiim y Else Hippe®®.

Finalmente se describen las actividades disefiadas para el desarrollo de
esta investigacion. Estas se organizaron en seis grupos cuya estructura
responde al marco teérico propuesto. Las etapas de cada grupo de
actividades son: motivacion, discusion y préctica. En la motivacion se
hace una introduccion al tema teniendo en cuenta aspectos historicos.
En la discusion, se realiza la experimentacion, es decir, los estudiantes
toman la informacién necesaria para el proceso de modelacion, hallan
la ecuacion en diferencias y modelan matematicamente obteniendo la

55 Pérez, F. F. (18 de febrero de 2000). iblio 3W. Revista Bibliogrdfica de
Geografia y Ciencias Sociales. Recuperado el 2 de diciembre de 2014, de
iblio 3W. Revista Bibliografica de Geografia y Ciencias Sociales:
http://www.ub.edu/geocrit/b3w-207.htm Union, S. -G. (2005). Getting
Started with ODL.

férmula cerrada en variable discreta. En la etapa practica, se proponen
ejercicios y problemas para que de forma repetida ejerciten lo
planteado en la discusion y asi puedan afianzar el conocimiento
obtenido.

En el primer grupo se busca motivar a los estudiantes y para esto, se
introduce el concepto de modelos dindmicos discretos a través de
actividades ludicas que contienen diferencias finitas, el juego de la
vida y las torres de Handi, que permitan al estudiante experimentar,
manipular y conjeturar para obtener relaciones de recurrencia, que
después seran formalizadas y resueltas como ecuaciones en
diferencias. Al final de este grupo de actividades, se proponen algunos
problemas retadores con la finalidad de determinar las habilidades
previas que tienen los estudiantes que tomaran el curso de
Matematicas Discretas. (Ver Anexo 1).

El segundo grupo de actividades, incluye el tema de las ecuaciones en
diferencias lineales de primer orden con coeficientes constantes
homogéneas y no homogéneas, que se contextualizan a problemas de
crecimiento y decrecimiento exponencial, dinamica de poblaciones y
dosificacion de medicamentos.

El tercer grupo de actividades también incluye el tema de las
ecuaciones en diferencias lineales de primer orden con coeficientes
constantes homogéneas y no homogeéneas, aplicadas a la ley de
enfriamiento de Newton y al triangulo de Sierpinski.

El cuarto grupo de actividades trata el tema de las ecuaciones en
diferencias lineales de primer orden con coeficientes constantes
homogéneas, aplicadas a las Cadenas de Markov, donde se modelan
movimientos poblacionales, grafos dirigidos y el funcionamiento de
Google. El quinto grupo de actividades abarca el tema de las
ecuaciones en diferencias lineales de orden superior con coeficientes
constantes homogéneas y no homogéneas, contextualizado a
problemas de embaldosamiento de reticulos “teselacion”.

El sexto grupo de actividades incluye el tema de las ecuaciones en
diferencias no lineales aplicado a la ecuacion logistica de Verhulst y
una introduccion a los procesos cadticos de Lorenz.

Para el desarrollo de la investigacion, se utilizé un curso compuesto de
32 estudiantes de séptimo semestre de la carrera Ingenieria de
Sistemas de la Institucion Universitaria Panamericana Compensar.
Las actividades se aplicaron durante el segundo semestre de 2016
entre los meses de agosto y octubre en la asignatura “Matematicas
Discretas”.

En el CAPITULO 4: ANALISIS Y DISCUSION DE
RESULTADOS para mostrar como los elementos del modelo
didactico propuesto se aplicaron en cada una de las actividades
desarrolladas, se ejemplifica con la actividad de dinamica de
poblaciones. Para hacer este andlisis, se escogi6 el grupo compuesto
por cuatro estudiantes de Ingenieria de Sistemas de la Institucion
Universitaria Panamericana Compensar.

En la primera etapa de Motivacidn, se hizo una introduccion al tema
de dindmica de poblaciones, donde se realizd un recorrido histérico de
la tematica, pasando por sus representantes principales.

En la etapa de Discusion se realizd la experimentacion la cual
consistié en colocar 50 dados en una bolsa, se agitaron y vaciaron en
el suelo, luego se retiraron los que en la parte superior del dado tenian
el puntaje 1 o 3 (muertos), después se colocaron nuevamente los
sobrevivientes (los que en la parte superior tenian el puntaje 2, 4, 5 0
6) en la bolsa y se adicionaron 10 inmigrantes en cada generacion. Se
hizo esto, una y otra vez y se registraron los datos obtenidos
experimentalmente en una tabla. Ahora, se procedié a analizar los
datos recogidos a través de la siguiente secuencia de preguntas: (1)
;Cudl fue la conjetura que surgi6 después de realizar este
experimento?, (2) Si tedricamente, se asumi6 que muere (1/3) en cada
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generacion y sobrevivio (2/3) en cada generacion, entonces, ¢cual fue
la ecuacion que mejor relaciond b(n + 1) y b(n)?, (3) Ahora, a partir
de la ecuacion en diferencias obtenida, se hallaron los valores de
b(n+1) paran=0,1,2,3,4,5,6, .. y se expresaron en funcién de
b(0) y (4) A partir de lo anterior, se dedujo una férmula razonable
para b(n) , es decir, se encontré una funcién discreta en la variable n,
para n =0,1,2,3,..Para deducir la férmula cerrada en variable
discreta, fue necesario el apoyo del docente. A modo de Practica en la
Gltima etapa de la actividad, se propusieron diversos problemas del
tema de crecimiento y decrecimiento exponencial (dinamica de
poblaciones) para que los estudiantes los realizaran. Aqui se buscé
que ellos afianzaran el conocimiento adquirido en la fase de
motivacion y discusion.

A continuacion, se hace una descripcion de lo ocurrido durante la
ejecucion de una de las actividades didacticas desarrolladas por los
estudiantes de Ingenieria de Sistemas de la Institucién Universitaria
Panamericana Compensar.

Nos referiremos a la Actividad 8: Teselacion de Reticulos. En esta
actividad, la intencion es que los estudiantes modelaran
matematicamente utilizando ecuaciones en diferencias lineales de
orden superior.

Los comentarios que hacen los estudiantes durante y después de la
actividad de Teselacion de Reticulos son los siguientes:

1. Bastante didactico el trabajo con las cartulinas para aprender
matematicas.

2. Experimentar, tomar datos, llegar a una ecuacion en diferencias y
hallar una generalidad.

3. Aprender a modelar matematicamente haciendo todo el proceso.
Se presentaron las siguientes dificultades:

1. Encontrar la ecuacién en diferencias del teselado del reticulo de
tamafio n x 1 unidades con baldosas cuadradas que no se superponen,
de tamafio 1 x 1 y dobles del mismo color, de tamafio 2 x 1.

2. Obtener la ecuacion en diferencias con baldosas de tamafio 1 x 1y
de tamarfio 3 x 1, en la rejilla de tamafio n x 1.

3. Al obtener las raices del polinomio caracteristico, algunos
estudiantes tienen atn inconvenientes de tipo algebraico.

[Tt}

4. Hallar la formula cerrada para la variable discreta “n”, que sirviera

[Tt

para saber el nimero de baldosas que se necesitan para cualquier “n”.

Finalmente, a fin de determinar la Percepcion de los estudiantes se
aplico un instrumento a 30 estudiantes al final de la investigacion,
responden lo siguiente. Lo informacidn recolectada permite el
Andlisis de los datos obtenidos usando las siguientes categorias:
Necesidades: Una de las necesidades que se detectaron en esta
investigacion, es la carencia de contenidos en los curriculums de los
cursos de ecuaciones diferenciales y en diferencias, asi como en
matematicas discretas, donde no se enfatiza de forma directa la
modelacion matematica. Se observd que los estudiantes tienen
insuficiencias a la hora de modelar matematicamente, debido a que
poseen falencias en algunos temas de asignaturas anteriores a la
Matematica Discreta como Algebra Lineal, Célculo Diferencial e
Integral y Ecuaciones Diferenciales.

Los modelos matematicos que los estudiantes conocen, son modelos
continuos que estudiaron en la asignatura ecuaciones diferenciales y
no se habian enfrentado a estudiar los modelos discretos. Respecto a
la Postura tedrica, En esta investigacion se asume como postura
tedrica el pseudoempirismo (Hersh 1997), el cual se concret6 en el
disefio de actividades siguiendo la secuencia: motivacion,
experimentacion, discusion y practica. Esta secuencia se evidencia en
cada una de las actividades. Cabe destacar, que los estudiantes se

sintieron muy motivados al utilizar la experimentaciéon y toma de
datos reales, lo que les permitié formular conjeturas y llegar a modelar
matematicamente.

Las respuestas a las necesidades o carencias se dan desde la
resolucion de problemas, las ecuaciones en diferencias y el cuasi
empirismo. Segln los tres elementos anteriores, las respuestas que
pueden darse son las siguientes:

e Se utilizé la metodologia de resolucién de problemas de Polya, en
la que cada una de las actividades comenz6 con la motivacion,
luego la experimentacion, la discusion y la practica (suficientes
problemas retadores para que afianzaran su conocimiento).

e Laexperimentacion cuya postura fue el cuasi empirismo de Hersh,
en la cual se hizo todo el proceso de modelacién matematica,
iniciando desde la toma de datos.

e La formulacién de conjeturas por parte de los estudiantes,
responde a la necesidad de predecir posibles comportamientos de
las situaciones planteadas.

e Se presentaron muy diversas situaciones con variable discreta (el
juego de la vida, torres de Handi, teselados, cadenas de Markov,
ecuacion logistica y caos).

e El uso de software matematico como herramienta fundamental en
el procesamiento de datos y como método de verificacion de
soluciones.

e En todas las actividades, se partié de problemas contextualizados
en los que se facilitd el hacer matematicas en un contexto.

Algunas reacciones verbales y escritas que tienen los estudiantes
después de realizar esta investigacion son:

e “Las actividades y experiencias ludicas realizadas son diferentes a
la forma tradicional de ensefiar matematicas y ayudan a que se
aprendan las matematicas de una forma mas dindmica. Estas
actividades generan recordacion y es un método mucho més
ameno para entender”.

e “Las actividades me parecieron muy importantes, desarrollé otra
ldgica de leer las matematicas aplicadas”.

e “Estas actividades son excelentes, nos permitieron seguir
desarrollando la logica y aplicarla en la solucién de problemas
cotidianos” .

e “El hecho de realizar las actividades en grupo generaba el
intercambio de diferentes puntos de vista, lo cual ayud6 a
encontrar las soluciones de los problemas. El aplicar a casos,
ayuda a diferenciar como se ve la matematica aplicada”.

e “Que el docente no haya explicado como se resolvian los
problemas, nos obligé a que nos esforzaramos mas en la bisqueda
de las soluciones a los problemas matematicos”.

e “Las actividades me parecieron muy interesantes porque le veo la
esencia a las matematicas. Utilizar software matematico Maxima,
nos ayudd a encontrar las soluciones a los problemas mas
rapidamente”.

e “Aprender a modelar matematicamente recogiendo datos
experimentales y luego llegar a una féormula general, me parece
que es muy importante en mi formaciéon como ingeniero”.

CONCLUSIONES
El objetivo de esta investigacion, fue elaborar un Modelo Didéactico

que mejore las competencias relacionadas con la modelacién
matematica y el pensamiento cientifico en contexto desde las
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ecuaciones en diferencias para estudiantes de ingenieria. A tal efecto,
a partir de las observaciones iniciales y de los elementos del Marco
Teorico, se elabor6 un Modelo Didactico cuyos componentes

quedaron involucrados en las actividades disefiadas y aplicadas.

e CONTEXTO
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A partir de la aplicacion de los elementos constitutivos del Modelo
Didéactico, este se enriquece como queda descrito en las siguientes
conclusiones:

e Es importante y motivante, incluir en los cursos de Matematicas
Discretas el concepto de Sistema Dindmico Discreto, las
ecuaciones en diferencias lineales homogéneas y no homogéneas
de primer y orden superior y las nociones béasicas de Sistemas
Cadticos sin usar el calculo.

e La aplicacion de las actividades disefiadas en esta investigacion,
permiti6 que los estudiantes adquirieran habilidades para la
formulacion y aplicacion de modelos mateméticos utilizando las
ecuaciones en diferencias. Estas habilidades que adquiere el
estudiante son de mucha importancia en la formacion del futuro
profesional de ingenieria, puesto que le aporta elementos
necesarios para la toma de mejores decisiones.

e A través de la experimentacion, formulacion de conjeturas, toma
de datos, andlisis de gréficas, obtencion de la ecuacion en
diferencias y el hallazgo de la férmula discreta cerrada en
variable discreta para cada una de las situaciones especificas
planteadas a lo largo de las actividades, los estudiantes se
apropiaron de herramientas fundamentales para la modelacion
matematica, lo cual sirvi6 para que construyeran su propio
conocimiento.

e Los estudiantes mostraron a lo largo de la aplicacion de las
actividades motivacion e interés en el desarrollo de cada una de
ellas por la aplicabilidad que tienen. Ademas, se evidencid un
progreso del grupo en el manejo de los conceptos involucrados y
satisfaccion por los logros alcanzados a pesar de las dificultades
que algunos grupos tuvieron.

e Se resaltan las ecuaciones en diferencias como elemento
innovador aplicado a diferentes situaciones: modelado de la
evolucion de poblaciones, funcionamiento de Google, teselados,
procesos cadticos, etc., utilizando el software Maxima como
herramienta tecnoldgica para apoyar el procesamiento de datos y
el aprendizaje de la modelacion matematica.

e En las actividades se utiliza la concepcion cuasi empirica de la
matematica de Hersh, teniendo en cuenta que la matematica se
aprende haciendo matematicas. A partir de lo anterior, las
actividades incluyen la motivacion, conjeturacion,
experimentacion, discusion y practica, elementos esenciales para
aprender a modelar matematicamente.

Después de la aplicacion de cada una de las actividades, se logro
motivar a los estudiantes debido a que el disefio de estas, permitid
que ellos aprendieran matematicas haciendo matematicas desde la
conjeturacién y experimentacion. El modelo didactico, permitio
abordar el problema de Inclusién-Calidad, el cual busca incluir
cada vez mas estudiantes en el proceso de aprendizaje de las
matematicas de una manera amable, motivadora Yy
contextualizada que haga que los estudiantes se apropien de su
conocimiento y esto redunde en su alta calidad como profesional
en ingenieria.

En el sistema educativo colombiano, hay una fuerte tendencia a
las practicas docentes tradicionales, que poco a poco han
incorporado recursos de informacién y comunicacion tecnolégica,
pero que ain mantienen esquemas de ensefianza tradicionales, sin
propiciar una participacion activa de los estudiantes. La
intencionalidad del sistema de actividades didacticas
implementado en esta tesis, fue procurar que la participacion
activa de los estudiantes se hiciera realidad.

Los estudiantes manifestaron en el instrumento final aplicado su
deseo de “mas explicacion por parte del docente”, pues dentro de
la cultura estudiantil se denota un apego al modelo de ensefianza
tradicional en el cual para el estudiante, el docente asume un rol
paternalista lo que no promueve el aprendizaje autdnomo.

Los estudiantes compararon los métodos de solucién en variable
discreta (ecuaciones en diferencias) y en variable continua
(ecuaciones diferenciales) y comprobaron que los modelos
discretos en muchas situaciones son una alternativa adecuada para
modelar matematicamente.

En relacion a los sistemas de seguimiento y evaluacion, se manejo
un sistema de retroalimentacion basado en la observacion de los
episodios de clase (bitacoras, filmaciones, trabajo de los
estudiantes, etc.), lo cual permitio valorar los logros alcanzados.

RECOMENDACIONES

1.

Para futuras investigaciones, se recomiendan realizar trabajos en
variable discreta aplicada a pre calculo y matematicas financieras,
en los cuales pueden resolverse problemas contextualizados
interesantes solo utilizando aritmética.

Se recomienda aplicar actividades con intervalos de tiempo
suficiente, que permita a los estudiantes madurar los conceptos
involucrados en cada una de ellas y asi poder desarrollar el
syllabus de la asignatura matematicas discretas.

El uso de software matematico en el aula hace que los procesos
en la resolucion de problemas sean mas rapidos y ademas genera
en el estudiante una motivacion personal que le ayuda para que
aprenda matematicas.

Se recomienda que en todos los curriculums de matematicas para
estudiantes de ingenieria, se incluya el tema de la modelacion
matematica que involucre dentro de la estrategia elementos como
la experimentacion, formulacién de conjeturas, comprobacion,
demostracion y aplicacion, los cuales le proporcionen al estudiante
insumos para aprender a manejar modelos continuos y discretos.

En futuros estudios y aplicaciones del modelo didactico, seria
recomendable la participacion de equipos de profesores que
intercambien ideas y promuevan mejoras en dicho modelo.
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Abstract

This research had as an objective the design of a methodology that
would allow appreciating and characterizing the occurrence of
Insight in convergent and divergent types of mathematical thinking
that are present in the problem solving achieved by students of a
course of the bachelor’s degree in mathematics teaching in the
Antonio Narifio University.

A qualitative approach was used in a case study composed of two
experiences, the first experience corresponding to the second

academic semester of 2015, and the second, to the first academic
semester of 2016. An elective course entitled “Development of
mathematical thought through problem solving”, was the setting in
which this observation was made. This elective course had also the
aim of contributing to the formation of the future mathematics
professor, in a way that he or she can deepen the mathematical
thought used in the process of problem solving.

As part of the analysis and discussion of the results obtained in the
two experiments, it was possible to identify and characterize three
types of insight in relation to the types of convergent and divergent
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mathematical thinking present in the solution of mathematical
problems proposed in the classroom, that when they occur allow us to
find a successful solution.

Resumen

Esta investigacion tuvo como objetivo disefiar una metodologia que
permitiera apreciar y caracterizar la ocurrencia del insight en los
tipos de pensamiento matematico convergente y divergente presentes
en la resolucién de problemas por los estudiantes, propuestos en las
clases de un curso de la Licenciatura en Matematicas en la
Universidad Antonio Narifio.

Se utilizé una metodologia con un enfoque cualitativo, a través de un
estudio de casos en dos experiencias; la primera correspondiente al
segundo semestre de 2015 y la segunda al primer semestre de 2016,
por medio de un curso electivo el cual se denominé “Desarrollo del
pensamiento matematico a través de la solucién de problemas”, con
la finalidad de contribuir a la formacién del futuro profesor de
matematicas de tal forma que pueda profundizar en el conocimiento
matemaético ya adquirido como resultado del pensamiento matematico
empleado en el proceso de la solucion de problemas.

Como parte del analisis y discusion de los resultados obtenidos en las
dos experiencias fue posible identificar y caracterizar tres tipos de
insight en relacién con los tipos de pensamiento matematico
convergente y divergente presentes en la solucion de problemas
matematicos propuestos en el salon de clases, que cuando ocurren
permiten encontrar una solucion de forma exitosa.

INTRODUCCION

El presente trabajo forma parte del proyecto de investigacion
“Contribuciones epistemologicas a la educacion matemdtica” cuya
finalidad es la bUsqueda de respuestas aproximadas a tres preguntas
estrechamente relacionadas a la solucién de problemas matematicos.
Sierpinska y Lerman (1996) proponen éstas:

» (Cuales son los origenes de los conocimientos cientificos?

« ¢(Cudles son los criterios de validez de los conocimientos
cientificos?

«  ¢Cual es el caracter del proceso de desarrollo del conocimiento
cientifico?

Sin embargo, este trabajo también esté en relacion directa con otra de
las lineas de investigacion contemplada en los programas de
Educacion Matematica de la Universidad Antonio Narifio, la referida a
estrategias del desarrollo, enriquecimiento y consolidacion del
pensamiento matematico (incluye la ensefianza y aprendizaje de la
matematica para estudiantes talentosos)®.

Sin embargo, se considera que muchos de los aspectos que se
manifiestan en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la resolucion
de problemas presentan elementos que son de sumo interés lo cual
sugiere la realizacion de un estudio sistematico.

Las relativas al pensamiento matematico encierran una riqueza que al
estudiarlas pueden revelar propiedades que permitan enriquecer una
parte del estado del arte, en relacion a los fenémenos cognitivos que
puedan caracterizar el pensamiento matematico.

Existen diferentes clasificaciones para el pensamiento matematico. Se
va a tener presente una de ellas, en la que algunos autores clasifican en
dos categorias el pensamiento matematico:

1. Pensamiento convergente

56 Documento del programa de Doctorado en Educacién Matematica, 2011.

2. Pensamiento divergente®

Para Guilford (1950) el pensamiento convergente se fundamenta en la
busqueda de una respuesta determinada o convencional cuyo resultado
lo identifica con una Unica solucién a un problema. Por otro lado, el
pensamiento divergente se identifica con una situacion en la cual se
encuentran diferentes caminos que permiten encontrar una mejor y/o
novedosa solucion al problema. Ademas, incluye la creatividad al
considerar que todos los individuos poseen ambos tipos de
pensamiento, pero no todos tienen la misma capacidad para utilizarlas.

El autor de esta investigacién considera que en la construccién de una
parte de las contribuciones en las ciencias matematicas ha prevalecido
un pensamiento convergente. Sin embargo, se considera que los
grandes aportes, aquellos que marcan nuevos horizontes y que
transcienden, han estado soportados por un pensamiento divergente.

Por otra parte, se ha podido constatar directamente que en la
construccion de soluciones a problemas matematicos relevantes o en
la solucion de problemas de competiciones matematicas se han
presentado experiencias singulares en las cuales, después de
transcurrido un cierto tiempo de busqueda infructuosa de una solucién
a un problema, ésta ha emergido abruptamente, incluso después de
haberse abandonado la bsqueda. Esto puede ocurrir en circunstancias
muy ajenas al ambiente académico de la labor matemética; por
ejemplo, se puede hacer referencia a Gauss, quien escribia asi
refiriéndose en una carta a cierto teorema de teoria de nimeros que
habia tratado de demostrar, sin éxito, durante varios afos.

“Finalmente, hace dos dias, lo logré, no por mis penosos esfuerzos,
sino por la gracia de Dios. Como tras un repentino resplandor de
relampago, el enigma aparecid resuelto. Yo mismo no puedo decir
cudl fue el hilo conductor que conectd lo que yo sabia previamente
con lo que hizo mi éxito posible... (De una carta comentada en Revue
des questions scientifiques, octubre 1886, p. 575. Citado por
Hadam%gd, The Psychology of Invention in the Mathematical Field,
cap.1) ",

En un articulo Miguel de Guzman (2001) relata un suceso ocurrido en
1858, donde Hamilton describe su hallazgo de la teoria de los
cuaternios, tras quince afios de infructuosos esfuerzos.

“Mariana sera el aniversario quince de los cuaternios. Vinieron a la
vida, o a la luz, completamente maduros, el 16 de octubre de 1843,
cuando paseaba con la sefiora Hamilton hacia Dublin, al llegar al
puente de Brougham. Alli, y en aquel momento, senti que el circuito
galvanico del pensamiento se cerraba, y las chispas que saltaron de él
fueron las ecuaciones fundamentales que ligan i, j, k [los nuevos
numeros que hacen el papel de i de los complejos], exactamente tal
como los he usado siempre desde entonces.... Senti que en aquel
momento se habia resuelto un problema, que se habia satisfecho una
necesidatz intelectual que me habia perseguido por lo menos quince
anos ...

Por otra parte, a finales del siglo XIX, Poincaré quiso caracterizar el
cémo se puede desarrollar el pensamiento matematico. En este sentido
se puede encontrar descripciones en la literatura de educacién
matematica vinculada con la solucion de problemas, el cual se
relaciona a veces con el talento o con la capacidad y con la creatividad
de cada individuo, como parte sustancial de sus competencias.

Ahora bien, la definicion de problema ofrecida por Campistrous y
Rizo (1996):

57 Términos introducidos por Guilford en 1950.

58 Guzman, M. (2001). La actividad subconsciente en la resolucion de
problemas. Recuperado el 2 de abril de 2014 del URL:
http://www.mat.ucm.es/catedramdeguzman/old/04vida/parapensarmej
or/27capitulo.html
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“Un problema es toda situacion en la que hay un planteamiento
inicial y una exigencia que obliga a transformarlo. La via para pasar
de la situacién o planteamiento inicial a la nueva situacién exigida
tiene que ser desconocida y la persona debe querer hacer la
transformacién”™, permite relacionar la definicién de problema y el
proceso de solucién de manera directa con el proceso del pensamiento
matematico que se puede activar para transformar las situaciones
iniciales a que estos autores se refieren.

Podria preguntarse: ;Son o no los procesos de los dos tipos de
pensamiento matematico, ya mencionados, consecuentes con el
problema mismo? La respuesta es no. Se tienen ejemplos de sujetos
que ante un mismo problema de la matematica elemental presentan
diferentes tipos de pensamiento, ya que algunos podran mostrar sélo
una solucién correcta, mientras que otros podran ofrecer varias
soluciones, y para otros ninguna solucién inmediata. Aqui se puede
preguntar ;en estos Ultimos existe una ausencia total de pensamiento
matematico de cualquiera de los dos tipos?

Planteamiento del problema

En la actualidad se pueden encontrar numerosos trabajos en el campo
de la educacion matematica dedicados al desarrollo del pensamiento
matematico convergente o divergente relacionado con la resolucion de
problemas desde la escuela hasta la universidad.

Por otra parte, se considera que, durante el proceso de solucion de un
problema, pueden darse pequefios saltos en el pensamiento,
correspondientes a la superacion del bloqueo que provoca el mismo
problema cuando no se encuentra una solucién inmediata. Por lo
general, esto ocurre porque es caracteristico del cerebro humano que,
después de estudiar cierto problema por un buen tiempo, sin encontrar
dicha solucién, el subconsciente contintia trabajando a pesar de que se
esté realizando otras actividades muy diferentes y que, luego de un
tiempo, que puede durar poco o hasta afios; aparece de repente la
solucion del mismo. Esto es lo que se describe como el insight (Lisa
Aziz-Zadek, (2013), Poincaré (1908)), o la experiencia de
iluminacién que de alguna forma le da una solucién a lo que parecia
imposible.

Algunos autores, entre ellos Lisa Aziz-Zadek®’, (2013) suponen que
este tipo de fendémeno cognitivo estd asociado al pensamiento
divergente que produce una activacion alta e inesperada al asociar
ideas remotas y que ademas activa las areas de placer del cerebro.

El insight se produce cuando se da el desbloqueo interno, dando paso
a la aclaracion de lo que tan insistentemente se buscaba y de acuerdo a
lo que manifestaba Hadamard seguidor de las ideas de Poincaré®!
forma parte de cuatro fases en el proceso creador: i) preparacion, ii)
incubacion; iii) iluminacion y iv) verificacion.

Davis y Hersh (1980), lo describen como “destellos de insight”, algo
que ha dado paso a la luz, una nueva comprension de la persona.

Lo anterior sugiere la necesidad de responder:

e ;Qué tipos de insight podrian propiciarse dentro y fuera del aula
en el transcurso de los esfuerzos de los estudiantes por resolver
problemas no rutinarios?

e ;Si el pensamiento divergente debe asociarse Unicamente a
situaciones donde se encuentran diferentes caminos que permiten
encontrar una mejor o novedosa solucion?

59 Campistrous 1. y Rizo, C. (1996). Aprende a resolver problemas
aritméticos. Editorial Pueblo y Educacién, C. Habana.

60 Aziz-Zadek, Lisa, et.al.(2013). Exploring the Neural Correlates of Visual
Creativity. Soc. Cogn. Affect. Neurosci.,8 (4): pp. 475-480.

61 Poincaré, H. (1908). L’Enseignement Mathématique.

e ;Se podria asociar el pensamiento divergente s6lo con una
solucién novedosa o excepcional?

Justificacion del problema

Actualmente se encuentran diferentes investigaciones sobre el
pensamiento divergente y convergente, y que involucran la resolucion
de problemas en diferentes niveles.

En este trabajo se pretende comprender si en los dos tipos de
pensamiento matematico, tanto el convergente como el divergente,
pueden describirse diferentes tipos de insight los que regularmente,
cuando suceden, culminan la solucién de problemas matematicos de
forma exitosa.

Durante este proceso, se busca establecer si el insight puede ser
propiciado en los estudiantes cuando adquieren un nuevo
conocimiento a través de la resolucion de problemas no rutinarios
cuidadosamente construidos.

Por otra parte, en el trabajo de Fauconnier & Turner (1998 y 2002)
“Conceptual Integration Networks” se sostiene que la integracion
conceptual en general es una operacién cognitiva a la par con la
analogia, la recursividad, los modelos mentales, y la categorizacién
conceptual. Los autores presentan operaciones cognitivas dindmicas,
flexibles y activas que entran en juego en el momento de pensar, que
se denominan cognitive blending, la que se considera relacionada con
el fendmeno del insight. Estos autores describen una estructura de
entrada de los espacios mentales y un salto o proyeccion a nuevos
espacios mentales independientes de los primeros realizado por medio
de una combinacién inesperada de operaciones. En el Gréfico 1 se
ilustra lo explicado por estos autores en sus obras, grafico en el cual el
autor de esta investigacion inserta dicho insight como mediador de los
espacios mentales.

Inspiracion o lluminacion
{Ocurre la idea repentina}

| INTEGRACION CONCEPTUAL |

ESPACIOS HENTALES PREVIOS
Harco referencial comprometido,
creencias

NUEVOS ESPACIOS MENTALES
Harco referencial no comprometido,
nuevas creencias

Gréfico 1%%. Esquema de la ocurrencia de un insight.

Es uno de los intereses centrales del presente estudio dar una
caracterizacion a este tipo de fenémeno cognitivo® en relacién con los
dos tipos de pensamiento matematico que se pueden presentar en el
proceso de solucion, a partir de la observacion de dos grupos de
estudiantes que trabajan en la solucién de problemas dentro y fuera
del salon de clases, en dos semestres consecutivos.

Lo anterior induce a formular el

investigacion:

siguiente problema de

¢Qué caracteristicas tienen las ideas que emergen y que se conocen
como insight cuando ocurren en los tipos de pensamiento convergente
o divergente y que se evidencian en los estudiantes en el proceso de
solucién de problemas matematicos propuestos en clases?

Objeto de estudio: el pensamiento matematico convergente y
divergente en el proceso de ensefianza aprendizaje de las matematicas.

Se pretende establecer que en estos dos tipos de pensamiento
matematico pueden describirse varios tipos de insight los que
regularmente, cuando suceden, culminan la solucién de problemas

62 Garcfa, M. (2014). A metacognitive reflection of the thinking types
through mathematical research. Convergence vs. Divergence. International
Congress of Mathematicians, Seoul, Korea

63 Por denominarlo de esta manera.
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matematicos de forma exitosa, cuestion que se explicitara mas
adelante en la hipdtesis de esta investigacion. Ahora se propone el
siguiente

Objetivo general

Describir las ocurrencias del insight en los tipos de pensamiento
matematico convergente y divergente presentes en la resolucién por
parte de los estudiantes de problemas propuestos en las clases de un
curso de la Licenciatura en Matematicas en la Universidad Antonio
Narifio.

Obijetivo especifico

Determinar las diferentes dimensiones que deben permitir apreciar el
insight, asi como caracterizar su ocurrencia dentro de los tipos de
pensamiento matematico (convergente y divergente) que puedan
ocurrir durante el proceso de solucién de problemas planteados en
clase.

Todo lo anterior direcciona el campo de accién como:

El insight dentro de los dos tipos de pensamiento matematico, el
convergente y el divergente, que se manifiestan en el proceso de
enseflanza aprendizaje en los estudiantes de la Licenciatura en
Mateméticas de la Universidad Antonio Narifio cuando asisten a
cursos relacionados con la resolucidn de problemas matematicos.

En adicion posibilita formular la siguiente:
Hipdtesis de investigacion

Se pueden describir diferentes tipos de insight los que regularmente,
cuando suceden, culminan la solucion de problemas matematicos de
forma exitosa y novedosa. (Ver Gréfico 2.)

[ proBLEMA MATEMATICO |

Con solucién [

Con otras
soluciones

Sin solucion

Con solucién
por insight

Sin solucion en un
futuro inmediato

Con otra solucion
por insight

Gréfico 2. Sobre los posibles tipos de insight en la solucion de
problemas matematicos.

Tareas
1. Determinar el estado del arte y el marco teérico.

2. Disefiar una metodologia de trabajo basada en la observacion y
seguimiento del comportamiento de aquellos estudiantes a quienes se
les pueda presentar el insight en el proceso de soluciéon de los
problemas matematicos propuestos.

3. Describir cada situacion singular, dentro o fuera del salén de
clases como “estudio de casos”.

4. Analizar los resultados y descripcion de caracteristicas
encontradas en los insight en el marco de los tipos de pensamiento
matematico convergente y divergente (o0 en ninguno).

5. Construir argumentos alrededor de la hipdtesis o conjetura
planteada.

6. Elaborary presentar el texto cientifico de esta investigacion.
Aporte tedrico y practico

El disefio y fundamentacion de un esquema de resolucion de
problemas que permita apreciar y caracterizar los diferentes tipos de
insight que puedan ocurrir en los dos tipos de pensamiento

matematico estudiados y que pueden estar presentes en el proceso de
resolucion de problemas no rutinarios en el salén de clases.

Novedad cientifica

La relacion de los tipos de pensamiento matematico convergente y
divergente con el proceso o fenémeno denominado insight.

Estructura de la tesis

La tesis esta estructurada con una introduccion, cuatro capitulos: un
capitulo 1 Estado del arte, un capitulo 2. Marco tedrico; un capitulo 3.
Disefio metodoldgico de la investigacion y un capitulo 4. Resultados,
discusion y analisis. Ademas, Conclusiones, Recomendaciones,
Bibliografia y referencias y Anexos.

CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE. Para fundamentar esta
investigacion se analizaron trabajos relacionados con la ocurrencia del
insight y de factores asociados a él en tres direcciones: I. El insight
segin las ciencias psicoldgicas. Il. Pensamientos convergente y
divergente. I11. Resolucion de problemas y pensamiento matematico.

En el primero, se hace referencia a las siguientes investigaciones:
Creatividad e insight de Martin, C. (1999), Psicologia de la ciencia y
creatividad de Romo, M. (2007), Studying insight problem solving
with neuroscientific methods de Luo, J. Knoblich, G. (2007), Intuition,
incubation, and insight: Implicit cognition in problem solving de
Dorfman, J. Shames, V. Kihlstrom, J. (1996), AHA!: The effect and
affect of mathematical discovery on undergraduate mathematics
students de Liljedahl, P. (2004). Los anteriores trabajos deben ayudar
a una descripcion de los posibles insight que pueden emerger en
transcurso de solucion de problemas planteados en el aula.

En el segundo, se destacan: Convergent/divergent cognitive styles and
mathematical problem solving de Alamolhodaei, H. (1997),
Divergence and convergence of mental forces of children in open and
closed mathematical problems de Sak, U. Maker, C. (2005).
Cultivating Divergent Thinking in Mathematics through an Open-
Ended Approach de Oh, N. K, Jung S. P., y Jee H. P. (2006). Estos
autores relacionan los dos tipos de pensamiento, tanto el convergente,
como el divergente, con la fluidez, la originalidad y la flexibilidad.

En el tercero, se destaca la investigacion: La ensefianza de las
matematicas a través de la resolucion de problemas de Cruz, M.
(2006), La resolucion de problemas. Una revision tedrica de Blanco,
J. (1996), que incursiona sobre aspectos importantes de la ensefianza
de las mateméticas a través de la solucion de problemas desde el punto
de vista de la psicologia de la Educacion Matemética. Estos trabajos
constituyen un buen punto de partida para este estudio de casos.

Al analizar el alcance de los resultados de los trabajos anteriores, se
puede concluir que ellos constituyen una buena base para alcanzar,
con esta investigacion, los objetivos para la caracterizacion de los
posibles insight que se puedan apreciar y que surgen en la actividad
escolar con estudiantes que son retados a solucionar problemas
matematicos planteados en clases.

La mayoria de las metodologias implementadas en las anteriores
investigaciones son cualitativas, lo que sugiere que la implementacion
de un estudio de casos para la deteccion de caracteristicas, de este tipo
de fendémeno cognitivo (insight), que presumiblemente puedan
observarse en los procesos de solucién de problemas planteados en el
aula de clases es una decision acertada.

Los resultados de estos trabajos permiten ajustar un marco teérico.
Ademas, debe sugerir un diagrama del flujo que conecte la resolucion
de problemas con las ocurrencias de insight, asi como, clarificar la
relacion de éstos con los pensamientos convergente y divergente.

En el CAPITULO 2. MARCO TEORICO. Se hacen
consideraciones psicologicas que, Segun Fauconnier & Turner (1998
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y 2002) “Conceptual Integration Networks” sostienen que la
integracion conceptual es en general es una operacion cognitiva a la
par con la analogia, la recursividad, los modelos mentales. Ellos
presentan operaciones cognitivas dinamicas, flexibles y activas que
entran en juego en el momento de pensar y que denominan cognitive
blending, las que se consideran relacionadas con el fenémeno del
insight. Describen una estructura de entrada de espacios mentales y
un salto o proyeccion a nuevos espacios mentales independientes de
los primeros y realizado por medio de una combinacion inesperada de
operaciones.

Meétodos de los cuatro pasos. Polya propone en su primer libro el
“Método de los Cuatro Pasos”, para resolver cualquier tipo de
problema se debe: 1) comprender el problema, 2) concebir un plan, 3)
ejecutar el plan y 4) examinar la solucion” (Polya, 1965:7-12). Para
cada una de estas etapas Polya propone una serie de preguntas y
sugerencias; se retomaran las mas importantes para esta investigacion,
ya que potencialmente deben permitir, de alguna forma la ocurrencia
de algun tipo de insight, en el proceso de solucion de problemas en el
saldn de clases.

Otras consideraciones sobre la resolucion de problemas. Polya en su
obra Matematicas y razonamiento plausible sostiene que el
conocimiento matematico esta soportado por el razonamiento
demostrativo y apoya las conjeturas por medio del razonamiento
plausible, ya que una prueba matematica es un razonamiento
demostrativo, pero la evidencia inductiva del fisico, la evidencia
circunstancial del abogado, la evidencia documental del historiador y
la evidencia estadistica del economista pertenecen al razonamiento
plausible (Polya, 1954: 13).

Se entiende como un razonamiento conjetural aquel que permite
elaborar hipdtesis, conjeturas, y asi examinar su validez en cualquier

I Estructuras cognitivas previas I

momento; ademas, de contrastarlas y reformularlas segln sea el caso y
asi obtener nuevas hipétesis susceptibles de ser demostradas.

Polya hace la distincién de estos dos tipos de razonamiento, ya que el
demostrativo, es seguro y definitivo, mientras que el plausible es
azaroso, discutible y provisional.

Por otro lado, Mason, J, Burton, L. y K. Stacey (1988) en su obra
Pensar Matematicamente, describen los procesos que rigen el
pensamiento matematico en general, el objetivo es mostrar cdmo
acometer cualquier problema; es decir, como atacarlo de un modo
eficaz y como ir aprendiendo de la experiencia. Ellos sugieren tres
fases:

1) El abordaje. En esta fase se basa en las respuestas a tres
preguntas: ¢Qué es lo que sé? ¢Qué es lo que quiero? ;Qué es lo que
puedo utilizar?

2) El ataque. En esta fase el estudiante siente que se ha
apropiado el problema, los estados de animo que se asocian se
describen en jAtascado! y jAja!, y el proceso que debe tener lugar es
el de hacer conjeturas y justificarlas convincentemente.

3) La revisién. Es el momento de mirar hacia atras, revisar el
trabajo hecho, para mejorar y ampliar su capacidad de razonamiento;
asi como, para lograr de cierta forma situar la resolucién en un
contexto mas amplio. Esta fase se caracteriza en tres momentos: I)
Comprobar la solucion. 1) Reflexionar en las ideas y momentos
claves. I11) Generalizar a un contexto mas amplio.

De lo anterior se propone una integracion de una relacion de las
dimensiones: la psicoldgica y la didactica como soporte tedrico de esta
investigacion en el siguiente diagrama de flujos:

| Nuevas estructuras cognitivas |

*Preconceptos. Nuevos conceptos y
*Definiciones. definiciones.
~Teoremas. Cambios de actitudes y
~Actitudes y experiencias nuevas experiencias frente
anteriores frente a la a la soluciéon de problemas
solucién de problemas. futuros.
Problema matematico Solucién del I
sujeto a ser resuelto problema dentro del msed"gzm pxlema
dentro o fuera del salon | | salén de clases . n de clases
de clases. ]
l Bloqueos o | |*Reformulacién del problema
Comprension y atascamientos de corta | | -Nuevos intentos.
apropiacion del problema | | duraciéon *Retro inspeccion del trabajo
1 realizado.
*Marcha hacia atras.
Primeros intentos por
resolver el problema - Particularizacion. I

- Conjeturar. Bloqueos o atascamientos

- Verificacion. de larga duracién

- Reflexion. |

Grafico 3: Diagrama tedrico de la investigacion.

CAPITULO 3. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION.
Dada la naturaleza del fenémeno cognitivo que se pretende estudiar,
es necesario una metodologia de investigacion fundamentada en el
paradigma cualitativo que, segun Fraenkel, J., Wallen, N. (1996); las
caracteristicas basicas para este tipo de estudio son:

1. El ambiente natural y el contexto en que se da el problema, es la
fuente directa y primaria y la labor del investigador son los
instrumentos claves en la investigacion.

2. Larecoleccion de los datos es mas verbal que cuantitativa.

3. Los investigadores enfatizan tanto en los procesos como en los
resultados.

4. El analisis de los datos se da modo inductivo.

5. Interesa saber como piensan los sujetos en una investigacion y qué
significado poseen sus perspectivas en el asunto que se investiga.

El estudio se implementd en un curso de la Licenciatura en
Matematicas de la Universidad Antonio Narifio correspondientes a dos
semestres el 2-2015 y el 1-2016. Se hizo un seguimiento sistematico a
cinco estudiantes, dos (E1 y E2) y tres (E3, E4 y E5)
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respectivamente, en ambos semestres se relato, entrevisto, grabd y
filmd las sesiones de clase para su posterior analisis.

La sistematicidad de estas acciones facilitd una descripcion de los
habitos, actitudes, habilidades y capacidades en la solucién de los
problemas matematicos disefiados. En particular, se hizo una
observacion de cada uno de los estudiantes, para poder captar las
posibles ocurrencias y singularidades que posibilitaran una
caracterizacion de los diferentes tipos de insight que pudieran
presentarse y su relacién con ambos tipos de pensamiento. Para cada
clase, se propusieron actividades con dos problemas relacionados con
las tematicas de geometria, algebra, desigualdades y calculo. Cada
estudiante trabajé en forma individual, se dieron algunas
generalidades al inicio de cada uno de estos temas. Se presenta un
esquema de la metodologia disefiada para este estudio:

Metodologia de la investigacion

¥

Diseiio del curso electivo

4

Seleccion, construccion de problemas
matematicos potencialmente propiciadores de
algun tipo de insight en relacion con: algebra,
geometria, desigualdades, cdlculo.

Primera experiencia I | Segunda experiencia
Soluciones obtenidas
dentro y fuera del salon
de clases

Andlisis y discusion de los resultados
obtenidos de la primera y segunda experiencia,
a partir de los registros de clase, grabaciones y
entrevistas.

v

Caracterizacion de tipos de insight en
relacion con el pensamiento
convergente y divergente.

Grafico 4: Esquema para una metodologia de la investigacion.

Se considera que la metodologia implementada y un adecuado disefio
de las actividades deban permitir la ocurrencia de diferentes tipos de
insight y, por tanto, la posibilidad de poder apreciar y caracterizar
diferentes estadios de los mismos. CAPITULO 4. RESULTADOS
DE LA INVESTIGACION. A partir de la observacion del
comportamiento de los estudiantes, el anlisis de cada una de las
clases y el seguimiento que se le dio a cada uno de los que
experimentaron este fendmeno cognitivo, se apreciaron ciertas
regularidades en las soluciones dadas. Se muestran dos problemas con

soluciones asociadas y representativas de dos de los insight
caracterizados. Para ello, se presentan dos problemas y las soluciones
asociadas. Un primer problema permite caracterizar esta experiencia
como un insight inmediato.

Problema 1: Para medir la altura de las nubes en un campo, un
trabajador enciende un reflector hacia arriba, a un angulo a por
encima de la horizontal. Un observador a una distancia d mide el
angulo de elevacion del reflector y ve que es S. Determine una
ecuacion que permita calcular la altura h de las nubes.

El estudiante E2 resuelve el problema. Una réapida interpretacion del
mismo fue determinante para su solucion. El planteamiento del
problema no ofreci6 ilustracion grafica alguna. E2 en sus primeros
intentos logra mostrar adecuadamente la solucién.

Problema No 4 ‘ ‘ | ‘
Para mediv las capas!de las|nubes en vn compo v Faba-
Jadoc enefendel un rellector haeta o vl a,adun Q'»’l%v( Ed
ror encima de la' horzontal . va obsevvador a vha dis-
Jdancia d mid2 el awgute clevacion delirefecddor, 3
Ve que es B, fefe it la. €cuacign que pecmids calculag
la atlurallh e (a| capa ole las [ nvbes -

th
ol | i) J %
x d-Xx o~ o faaB=_h ! _eix=b__ 4+d
455, d=-x g8
ST R 8 R Y 5 SO ST Y 8 B
qud. lqgg"d it tug B Tfagd~ h( §B+Tagd~)-l
1 tage 4 fagl i A (fegefag &
PR ) n=d (R

Figura 1. Solucion del estudiante E2 del problema 1 de la
actividad 1 de 2015.

Sin embargo, los problemas cuyas soluciones fueron obtenidas
posteriormente fuera del salon de clases requirieron una apropiacion e
interés del estudiante por resolverlos, propici6 la descripcion de lo que
se denomind un insight a posteriori.

Tal es el caso que proporciona el segundo problema:

Problema 2: Si hay exactamente 4 enteros x, que satisfacen la
desigualdad x% + bx +7 < 0 ¢Cuéntos valores enteros de b son
posibles?

A partir de la solucién de la ecuacion cuadratica, el estudiante se
percata del intervalo donde estdn todas las soluciones de la
desigualdad en términos de la variable desconocida b, al calcular la
longitud del intervalo encuentra la expresién d = vbh% — 28, con la
cual pudo inferir y demostrar que b? € (28,53), de esta forma los
Unicos enteros que satisfacian esa condicion son —=7,—6,6 y 7.

Se presenta un problema resuelto posterior a esa actividad por el
estudiante E2, que le requirié varias horas de trabajo.
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Figura 3 (hoja 2): Solucién del estudiante E2 al problema 1 de la actividad 10 de 2015.

En resumen, dentro del proceso de solucién de problemas dentro y forma exitosa. Para cada uno de ellos se identificaron con
fuera del saldn de clases, y la observacion a los estudiantes, se pueden caracteristicas propias.

identificar, caracterizar y asociar estos tres tipos de insight y su . ., . - . . .
relacién con los pensamientos matematico convergente o divergente, Una aproximacion descriptiva del insight inmediato. El estudiante

que cuando suceden permiten solucionar un problema matematico de €N Sus primeros intentos madura alggnas ideas que ,Ie permiten lograr
la soluciéon del problema matematico en el salon de clases, los
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atascamientos o bloqueos que presenta el estudiante son de corta
duracion:

1. Por lo general comprende y se apropia del problema, en estos
intentos por llegar a una solucién, con instancias que permiten
apreciar regularidades, invariantes que puedan conducir a una
solucion.

2. El estudiante evoca experiencias similares con otros problemas
que le permiten relacionarlos con el problema actual.

3. Un factor indispensable en la solucién de la mayoria de los
problemas son los preconceptos que tiene el estudiante con las
diferentes tematicas abordadas, ademas de la identificacién de lo que
se quiere determinar con el problema.

4. Este insight esta en relacion al tipo de pensamiento convergente en
el estudiante ya que éste llega a la solucion del problema de forma
casi inmediata, sus soluciones son convencionales y no requieren
grandes esfuerzos en su construccion.

Es de resaltar que, en algunos de los problemas, el estudiante evoca
experiencias similares con otros problemas que le permiten
relacionarlos con el problema actual.

Hay un esfuerzo considerable de presentar sus soluciones de una
manera clara y convincente.

Una aproximacion descriptiva del insight a posteriori.

El estudiante en sus primeros intentos por resolver el problema no
tiene avance alguno, los momentos de atascamiento o blogueo son
prolongados y en la mayoria de los casos pueden tomar bastante
tiempo. Por lo general el estudiante se siente motivado a buscarle
solucién, ademas de asumir el problema con seriedad; se maduran
nuevas ideas que pueden tardar un buen tiempo en desarrollarse.
Precisamente, esto es lo que se le ha denominado incubacion. A veces,
emerge una solucién cuando menos la espera. Pero es frecuente que la
obtengan al hacer una retro inspeccion de su trabajo, que les permitié
comprender mejor la situacion.

Un factor identificado en los estudiantes es las diferentes percepciones
del problema mismo, que de alguna manera maduran nuevas ideas,
que se encadenan repentinamente; en fin, para llegar a una solucién
del mismo.

Se manifiesta una sensacion de descanso, alegria, felicidad al romper
la frustracion que causaba el no poder darle solucién al mismo.

Una aproximacion descriptiva del insight por comprension.

Se identifica cuando el estudiante encuentra otra solucién
posteriormente al problema; el estudiante genera ideas que le permiten
encontrar una nueva via de solucién que puede ser mas novedosa que
la primera, lo cual puede darse dentro o fuera de sal6n de clases. Por
lo general presenta las siguientes caracteristicas:

1. Los bloqueos o atascamientos pueden ser de corta o larga
duracion.

2. Las soluciones presentadas por los estudiantes son distintas a las
esperadas.

3. Hay un buen entendimiento y apropiacion del problema.
4. Hay novedad en la segunda solucién.

Consideraciones sobre la relacion del insight y los tipos de
pensamientos convergente y divergente

De los resultados correspondientes a la primera y segunda experiencia,
los tres tipos de insight identificados se relacionan con los tipos de
pensamiento convergente y divergente de la siguiente forma:

El pensamiento convergente es un proceso mental fundamentado en la
busqueda de una solucién convencional o determinada a un problema
que no requiere un gran esfuerzo, solucion que se puede alcanzar con
la informacion disponible que descansa en espacios mentales previos,
constituido por conceptos, definiciones, resultados, y experiencias
anteriores. Es por ello que el insight inmediato se relaciona con este
pensamiento. Se puede resumir que:

e Por lo general ocurre dentro del sal6n de clases.
e Hay un buen entendimiento y comprension del problema.

Es de resaltar que en la gran mayoria de los problemas resueltos
dentro del sal6n de clases los bloqueos son de corta duracién y en los
primeros intentos por resolverlos emergen y se desarrollan las ideas
que se constituyen en la solucion de los mismos. Sin embargo, se
conocen situaciones de estudiantes que han experimentado este tipo de
insight, con una solucion muy novedosa y una explicacion fuera de lo
comun que, muy bien puede asociarse a un pensamiento divergente.

El insight a posteriori y el insight por comprension se relacionan con
el pensamiento divergente de la siguiente forma:

El pensamiento divergente es un proceso mental que no
necesariamente debe estar ligado a multiples vias de solucién de un
problema; las soluciones requieren de un gran esfuerzo y tiempo en
desarrollarse, ademas debe incluir perspicacia, fluidez, y novedad por
parte del estudiante.

Se puede resumir que:
e Los blogueos o atascamientos son de larga duracion.
e Hay un buen entendimiento y comprension del problema.

e El estudiante requiere hacer cortas pausas para reanudar el
problema.

e El estudiante intenta verificar sus conjeturas de una forma
rigurosa.

e El problema es asumido con compromiso y seriedad.

e Las soluciones de los problemas son presentadas de una forma
clara, fluida, en algunas ocasiones hay novedad.

El bloqueo del problema es superado por el estudiante cuando hace
una retro inspeccion de su trabajo y hace una marcha hacia atras,
dando paso a nuevas ideas que, al desarrollarlas, permiten alcanzar la
solucién del problema.

Los diferentes insight en el proceso de la resolucion de problemas.
Basados en las contribuciones de Fauconnier y Turner, asi como, las
de Polya, Mason, Burton y Stacey en relacion con la resolucién de
problemas y el lugar que ocupa una posible ocurrencia del insight, Se
integran en el siguiente esquema los tres tipos de insight que se acaban
de caracterizar:
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UN PROBLEMA MATEMATICO
Susceptible de ser resuelto por
un pensamiento convergente o
divergente.

AL NO PODERSE RESOLVER.

ABANDONO DEL PROBLEMA POR FRUSTRACION

REFORMULACION DEL PROBLEMA

» Marcha hacia atras.

» Cortas pausas.

» Reflexion de los procedimientos y
algoritmos utilizades.

s Maduracion de nuevas ideas.

» Verificacién.

M

ESTRUCTURAS COGNITIVAS PREVIAS
» Creencias y actitudes.
» Experiencias anteriores.
» Definiciones, preconceptos, conceptos, v

algoritmos.

PRIMEROQS INTENTQS Y PERCEPCIONES

+ Comprensién y apropiacion del problema.

+ Maduracion de primeras ideas que pueden
durar desde sequndos hasta afios.

+ Evocacion a situaciones analogas.

+ Particularizary conjeturar .

R 2

Qcurre un INSIGHT INMEDIATO que permite
solucionar el problema de forma exitosa, los
momentos de blogueo son de corta duracidn,
puede darse que este primer insight no lleve a
ninguna seolucién y genere un blogueo mas
prolongado en el estudiante.

Qcurre un INSIGHT A POSTERIOR,
al retomar el problema que permite
de alguna forma penetrar a lo que
parecia impenetrable, puede darse
que este insight no lleve a ninguna
solucién y el proceso se repite.

NUEVAS ESTRUCTURAS
COGNITIVAS
+ Nuevas creencias.
+ Cambios de actitudes.
+ Adquisicion de nuevos
conceptos.
+ Nuevas experiencias.

Qcurre un INSIGHT FOR
COMPRENSION, que
permite encontrar otra
solucion al problema a
partir de la primera.

Gréfico 5: Un esquema que describe el lugar que ocupa una solucion por insight en el proceso del desarrollo de la resolucion de
problemas.

CONCLUSIONES

Se describieron las caracteristicas que permitieron diferenciar a cada
uno de los tres tipos de insight. Esto fue posible al apreciar la
ocurrencia de éstos bajo una estricta observacion a los cinco
estudiantes en los dos semestres.

Estd muy claro que, en los procesos de solucion de problemas, ademéas
de los tres tipos de insight, existen dos diferentes niveles de insight.
No es lo mismo aquellos que estdn muy bien documentados en la
literatura y que permitieron y estdn permitiendo aportes a las
matematicas y por tanto de una cierta o gran magnitud y ademas de
trascendencia cientifica por lo que han significado y significan.
Muchos de ellos marcan un antes y un después en las Ciencias
Matematicas cada vez que ocurrieron. Es conveniente diferenciar los
mismos atendiendo a dicha trascendencia.

Se deben diferenciar estas dos categorias o niveles de insight. La
primera se identifica como la cientifica y la segunda la escolar. Claro
esta, la cientifica es aquella cuyo resultado se ha heredado y
construido en ese edificio que llamamos Ciencias Matematicas. La
escolar es aquella que, sin grandes pretensiones, los estudiantes la
experimentan en sus clases de matematicas y que pueden conducirlos
a enriquecer no s6lo su pensamiento matematico sino a profundizar en
esta importante rama de las ciencias y empoderarlos para que puedan
experimentar, en el futuro, insight cientificos. Los tres tipos de insight
caracterizados en este estudio deben agruparse en la categoria escolar.
Algunos insight cientificos fueron relatados en la introduccién.

Es seguro que la escolar precede a la cientifica, no se puede descartar
que los grandes matematicos no la hayan experimentado en el proceso
de desarrollo de la construccion de sus conocimientos desde una etapa
escolar temprana. Son muchos los ejemplos al respecto. Se considera
que la mayoria de los matematicos creadores de teorias también los
hayan experimentado, asi como, aquellas personas que se han
destacado en competiciones matematicas.

Se disefi6 una metodologia netamente cualitativa a manera de estudio
de casos en la cual se le hizo un seguimiento continuo a cinco
estudiantes, que permitid identificar las ocurrencias de estos tipos de
insight en el proceso de resolucién de problemas dentro y fuera del
saldn de clases.

Los esquemas de resolucién de problemas propuestos en el marco
tedrico fueron acertados en el sentido que les propicid a los
estudiantes nuevos horizontes para la resolucion de problemas futuros,
ademas de incentivar el desarrollo del pensamiento matematico que
puede ser utilizado en su ejercicio profesional, ya que los mismos se
estan formando como docentes en la carrera de la Licenciatura en
Mateméticas de la Universidad Antonio Narifio.

En cuanto a la hipétesis de la investigacion planteada se puede
asegurar que significo una buena ruta de trabajo para toda la
investigacion ya que se pudo describir tres diferentes tipos de insight.

Se relacionan dimensiones didacticas y psicoldgicas que derivaron en
un esquema de resolucion de problemas donde se pudiera apreciar la
ocurrencia de los insight. Ademas, se logré establecer una relacion de
éstos con el pensamiento convergente, divergente.

El éxito 0 no en la solucién de problemas matematicos presentados en
el salon de clases depende en gran medida del nivel de conocimiento y
desarrollo del pensamiento que tenga cada estudiante, ya que para
algln estudiante el problema le puede generar un insight inmediato, y
para otro un insight a posteriori.

Los problemas escogidos para implementar las actividades, se
disefiaron y adaptaron cuidadosamente para que potencialmente
elevaran el interés en la obtencién de su solucion. Era deseable que los
estudiantes se apropiaran del problema y lo asumieran con seriedad.
Sin embargo, esto no fue suficiente, ya que muchos de los problemas
no fueron solucionados.

Una dificultad presentada en desarrollo de las actividades fue la
comunicacion de los resultados obtenidos, ya que en algunas
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ocasiones los estudiantes no hacen un buen uso de un vocabulario
matematico adecuado, haciéndoles perder las ideas que pretendian
expresar. Sin embargo, la claridad de las soluciones fue mejorando en
el transcurso del desarrollo de las actividades.

Por todo lo anterior se tiene la certeza del cumplimiento de los
objetivos propuestos para este estudio.

RECOMENDACIONES

1. Se recomienda que se utilicen los resultados de esta tesis en la
investigacion de temas relacionados con el pensamiento
convergente o divergente.

2. Se recomienda los enfoques de resolucién de problemas
propuesto por Mason, Burton y Stacey, en su obra “Pensar
matematicamente”, ya que a los estudiantes les permite ver
nuevos horizontes.

3. Los problemas para implementar actividades de esta
naturaleza se deben disefiar y/o adaptar bajo una concepcion
extremadamente cuidadosa, para que potencialmente logren el
interés en la obtencion de su solucién por parte de los
estudiantes y que ademas puedan causar bloqueos de corta o
larga duracion con consiguientes momentos de insight dentro
o fuera de salon de clases.

OBRA DEL AUTOR

Cafion, C., Garcia, M. (2015). Una caracterizacion preliminar de los tipos de
insight presentes en la solucién de problemas matematicos en el aula.
COMPUMAT 2015. Universidad de las Ciencias Informaticas. Noviembre
23 al 27 de 2015. La Habana.

Cafion, C., Garcia, M. (2017).Tipos de insight presentes en la solucién de
problemas matematicos en el salén de clases. Revista Ciencias Holguin.
(Articulo presentado para su publicacién)

BIBLIOGRAFIA Y REFERENCIAS

Alamolhodaei, H. (1997). Convergent/divergent cognitive styles and
mathematical problem solving. Journal of science and mathematics
education in s.e. Asia vol. xxiv, no. 2.

Aziz-Zadek, L. et.al. (2013). Exploring the Neural Correlates of Visual
Creativity. Soc. Cogn. Affect. Neurosci.,8 (4):475-480.

Blanco, J. (1996). La resolucién de problemas. Una revision tedrica. Revista
SUMA N° 21. P11-20. Disponible en URL:
http://revistasuma.es/IMG/pdf/21/011-020.pdf.

Campistrous, L. y Rizo, C. (1996). Aprende a resolver problemas aritméticos.
Editorial Pueblo y Educacion, C. Habana.

Cruz, M. (2006). La ensefianza de las matematicas a traves de la resolucion de
problemas. Organo editor Educacion Cubana.

Davis, P., & Hersh, R. (1980). The mathematical experience. Boston, MA:
Birkhauser.

Dorfman, J. Shames, V. Kihlstrom, J. (1996). Intuition, incubation, and insight:
Implicit cognition in problem solving. Underwood, Geoffrey D. M. (Ed),
(1996). Implicit cognition. , (pp. 257-296). New York, NY, US: Oxford
University Press.

Fauconnier, G. & Turner, M. (1998). Conceptual Integration Networks.
Cognitive Science, 22(2), 133-187.

Fauconnier, G. & Turner, M. (2002). The way we think: conceptual blending
and the mind’s hidden complexity. Basic Books. NY.

Fraenkel Jr, Wallen Ne. 1996. How to design and evaluate research in
education (3rd ed.). New York: McGraw-Hill.

Garcia, M. (2014). A metacognitive reflection of the thinking types through
mathematical research. Convergence vs. Divergence. International
Congress of Mathematicians, Seoul, Korea.

Guilford, J. P. (1950). Creativity. The American Psychologist, 5: 444-454.

Guzmaén, M. (2001). La actividad subconsciente en la resolucién de problemas.
Recuperado el 10 de febrero de 2014 del URL:
http://www.redcientifica.com/doc/doc200112010001.html.

Hadamard (1949). The psychology of invention in the mathematical field.
Princeton, NJ: Princeton University Press.

Liljedahl, P. (2004). AHA!: The effect and affect of mathematical discovery on
undergraduate mathematics students. A paper presented in TSG3 at ICME-
10. Available online at http://www.icme-
organisers.dk/tsg03/TSG3_Liljedahl.pdf.

Luo, J., Knoblich, G. (2007). Studying insight problem solving with
neuroscientific methods. ScienceDirect. Pp. 77-86. Available online at
www.sciencedirect.com.

Martin, C (1999).
1999, pags. 63-84
https://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=2476241

Creatividad e Insight. ISSN 1136-8136, N°. 7,

Mason, J, Burton, L. y K. Stacey (1988). Pensar Matematicamente, MEC-
Labor, Barcelona.

Poincaré, H (1914). Science and method. Translated from French. Tomas
Nelson and sons. New York.

Polya, G. (1954). Mathematics and plausible reasoning. Vol. | (Induction and
analogy in mathematics). Princeton : Princeton University Press. New
Jersey.

Romo, M. (2007). Psicologia de la ciencia y creatividad. Revista creatividad y
sociedad. N° 10, pp 7-31, marzo de 2007, disponible en
http://www.creatividadysociedad.com/articulos/14/Creatividad%20y%20S
ociedad.%
20Psicologia%?20de%20la%?20ciencia%20y%20la%20creatividad.pdf.

Sak, U. Maker, C. (2005). Divergence and convergence of mental forces of
children in open and closed mathematical problems. International
Education Journal, 2005, 6(2), 252-260. http://iej.cjb.net.

Sierpinska, A. y Lerman, S. (1996). Epistemologia de las Matematicas y de la
Educacion Matematica, CINVESTAYV, IPN, México.

ACTA SIMPOSIO DE MATEMATICAS Y EDUCACION MATEMATICA — N° 2, Vol. 4, p. 1-86, 2017, ISSN 2346-3724

76



AVANCES EN LA CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO COMBINATORIO — (EM002)

AVANCES EN LA CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO COMBINATORIO

JOSE CIRO ANZOLA CALDAS
Universidad Antonio Narifio, Bogot4, Colombia.
ciro.anzola@gmail.com

MARY FALK DE LOSADA
Directora de tesis
Universidad Antonio Narifio, Bogota, Colombia
rectoria.uan@gmail.com

Abstract

This research is based on the analysis of the manifestations of
mathematical thinking that arise during the solution of significant
problems, mathematical and context in the framework of
combinatorial analysis, and the corresponding construction of
meanings of the concepts implicit in them with the aim of Characterize
and consolidate a way of thinking that was called combinatorial
thinking.

The study was carried out with an experimental design in two phases,
one under action research and the other under investigation of
grounded theory, involving the design of a didactic unit, consisting of
eight activities based on the basic principles of counting, instrument
which was implemented and developed with first-year students of
engineering careers, in the course of Problem Solving.

For its part, this research left the methodological and research
proposal consolidated in the “Methodological Model” « 1.C.O.R. ».
Thus, on the structure of the model was made the didactic research,
which concludes that the findings provided sufficient evidence that
was consolidated in a systematic way, evidencing that in the process
of construction and development of mathematical thinking during
problem solving of combinatorial analysis, there are structures that
are implemented with the support of fundamental operations of
cognitive activity. These recognized structures correspond to the
structure of representation, the structure of relation and connection,
the conceptual structure, the combinatorial structure and the
combinatorial generalization structure. The type of mathematical
thinking implicit in them was characterized on this structure scheme,
obtaining the description of the generation and structuring of the
forms of understanding and the combinatorial ways of thinking and
the interrelation between them, which originates the new ways of
understanding combinatorial. The latter provides novel and valuable
elements for the characterization of combinatorial thinking.

Resumen

Esta investigacion se fundamenta en el analisis de las manifestaciones
del pensamiento matematico que surgen durante la solucion de
problemas significativos, matematicos y de contexto en el marco del
andlisis combinatorio, y la correspondiente construccion de
significados de los conceptos implicitos en las mismas con el objetivo
de caracterizar y consolidar un modo de pensar que se denomind
pensamiento combinatorio.

El estudio se realiz6 con un disefio experimental en dos fases, una
bajo la investigacién-accion y la otra bajo la investigacion de la
teoria fundamentada, implicando el disefio de una unidad didéctica,
constituida por ocho actividades fundamentadas en los principios
basicos de conteo, instrumento que se implementd y se desarrollé con
los estudiantes de primer afio de las carreras de ingenieria, en el
curso de Solucion de Problemas.

Por su parte esta investigacion dejé la propuesta metodoldgica y de
investigacion consolidada en el “Modelo Metodoldgico « 1.C.O.R.»".
De esta forma, sobre la estructura del modelo se hizo la investigacion
didactica, con la cual se concluye que los hallazgos proporcionaron
suficiente evidencia que se consolidd de manera sistematica,
evidenciandose que en el proceso de construccion y desarrollo del
pensamiento matematico durante la solucion de problemas del
analisis combinatorio, existen unas estructuras que se implementan
con el apoyo de operaciones fundamentales de la actividad cognitiva.
Estas estructuras reconocidas corresponden a la estructura de
representacion, la estructura de relacion y conexion, la estructura
conceptual, la estructura combinatoria y la estructura de
generalizacion combinatoria. Sobre este esquema de estructuras se
caracteriz6 el tipo de pensamiento matematico implicito en ellas,
logrando la descripcion de la generacién y estructuracion de las
formas de entender y las formas de pensar combinatorias y la
interrelacion entre ellas, la cual origina las nuevas formas de
entender combinatorias. Esto Ultimo aporta elementos novedosos y
valiosos a la caracterizacion del pensamiento combinatorio.

INTRODUCCION

La Educacion Matemética «EM», ubicada como una ciencia cognitiva
y social, tiene entre sus objetivos y fines investigativos la
caracterizacion del pensamiento matemdtico, la construccion y
validacion de modelos didacticos y la propuesta de estrategias
metodoldgicas para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Se
abordaran éstos, vistos desde la interaccion de los elementos de la
«EM» (las matematicas, los estudiantes, los profesores, las
instituciones, las sociedades y las culturas) y fundamentadas desde su
aspecto epistemoldgico, ontolégico, filosofico, psicolégico vy
cognitivo.

Esto es propuesto y expuesto por varios autores. Schoenfeld (2000) ve
en la educacion matematica dos objetivos. El primero es el objetivo
puro propuesto para la ciencia basica, el cual tiene como finalidad
comprender la naturaleza del pensamiento matematico, la ensefianza y
el aprendizaje. El segundo objetivo, es el objetivo propio formulado
para las ciencias aplicadas, cuyo fin es mejorar el proceso de
ensefianza y aprendizaje de la mateméatica sobre la base de la
comprension de la finalidad del objetivo anterior. Desde su quehacer
el autor de la presente investigacion ve que hay un tercer objetivo, el
objetivo futuro en el cual la educacion matematica debe seguir
construyendo teorias y modelos que la consoliden como ciencia, para
lo cual espera y propone a los investigadores en «kEM» trabajar en la
construccion de teorias que permitan comprender y caracterizar el
pensamiento matematico, el aprendizaje y la ensefianza de las
matematicas en todos los niveles. A la par deben emerger y afianzarse
los modelos, siendo éstos los mediadores entre lo tedrico y lo préctico.

De otra parte Font (2002) dice que la investigacion en educacién
matematica se focaliza de manera explicita o implicita en aspectos
como: 1) la ontologia general, 2) la epistemologia general, 3) las
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teorias sobre la naturaleza de las matematicas, 4) la teoria sobre el
aprendizaje y la ensefianza en general y de las matematicas en
particular, 5) la definicidn del objeto de investigacion de la didactica
de las matematicas y 6) una metodologia de investigacion.

En Godino (1991) se hace una introduccion de la evolucién de la
educacion matematica <EM» como una ciencia tendiente a formalizar
y construir teorias que explican la existencia e interaccion de los
elementos mencionados anteriormente.

Asi mismo Miguel de Guzman (2007) plantea algunos puntos de vista
con respecto a las tendencias innovadoras en los trabajos y tareas de la
educacion matematica como ciencia naciente. En cuanto a la filosofia
de la matematica actual, dice que ésta ha dejado de preocuparse por
los problemas de fundamentacion de la matematica como en el siglo
XIX, especialmente después los resultados de Godel a principios del
siglo pasado, indicando que desde entonces la filosofia de la
matematica ha enfocado su atencién en el caracter cuasiempirico de la
actividad matematica propuesta por Lakatos. En cuanto a los procesos
de ensefianza y aprendizaje de la matematica, considera la matematica
como un subsistema cultural, viendo asi la «<EM» como un proceso de
“interculturacion”- “proceso de inmersion en las formas propias de
proceder del ambiente matematico™®*-. Consideracién sobre la cual se
centran algunas las investigaciones en la actualidad. Y por otro lado
revisa las investigaciones sobre los procesos de pensamiento propios
de la matematica, viendo en ellas, mds que una transferencia de
contenidos, la matemética como un saber hacer y como una ciencia en
la que el método claramente predomina sobre el contenido.

Estos puntos de vista han provocado en los matematicos
consideraciones importantes en el entender y sentir las matematicas, y
en el significado de la ensefianza y aprendizaje de las mismas,
influenciando el futuro investigativo de la <EM», para que éste se dé
en procesos de pensamiento matematico, en trabajos sobre la intuicion
directa en lo concreto, el formalismo, la importancia de la motivacion
desde lo histérico-cultural, y el impacto de las nuevas tecnologias
sobre la matematica.

De esta forma estos cambios visi6nales sobre la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas y su objetivo por desarrollar el
pensamiento matematico con permeabilidad y aplicabilidad sobre
todas las ciencias también se han visto reflejados en el contexto social
colombiano, primero desde los Lineamientos Curriculares (1998), y
luego por los Estandares Basicos de competencias (2006), documentos
emitidos por el MEN. En ellos se reconoce y establece la importancia
de un cambio frente a la ensefianza y aprendizaje de la matematica
motivado por una nueva concepcion que es el aprendizaje por
competencias; pensado desde la utilizacion del pensamiento I6gico y
matematico y sus herramientas como un medio para comprension e
interaccion con un contexto. Ademas, en ello se deja explicito que las
competencias matematicas requieren de ambientes de aprendizaje
enriquecidos por la solucion de problemas significativos, que
posibiliten avanzar a niveles de competencia cada vez mas complejos,
es decir que construyan nuevos y mas robustos significados de los
conceptos matematicos. Para ello se propone ver la matematica como
un conjunto de cinco tipos de pensamiento. El pensamiento numérico,
el espacial, el métrico o de medida, el aleatorio o probabilistico y el
variacional. Asi estos fines de tipo personal, cultural, social y politico
de la educaciéon matematica, abren nuevos horizontes y refuerzan las
razones para justificar la contribucion de la formacién matematica con
respecto a los fines de la educacion.

Lo anterior deja a la luz que una de las responsabilidades de la
comunidad de educadores matematicos es lograr la caracterizacion del

64 Guzman, M. de (2007). Enseflanza de las ciencias y la matematica.
Iberoamericana de Educacién. No. 043, Enero-Abril, 19-58. Madrid,
Espana.

pensamiento matematico desde sus diferentes lineas de trabajo como
lo son la I6gica, la aritmética, la geometria, el algebra, la estadistica, y
la probabilidad, entre otras.

En este punto se puede percibir una falencia al omitir la importancia y
necesidad de considerar el estudio de la combinatoria como otro de los
tipos de pensamiento matematico, ya que el tratamiento que se le da
en esta postura no lo asume como tal, sino como una tematica
implicita dentro de los demas tipos de pensamiento.

Esta situacion se sigue reflejando después de haber realizado una
revision del estado del arte concerniente a la caracterizacion del
pensamiento matematico; se evidencia que estos trabajos e
investigaciones tienen como eje la aritmética, el algebra, la geometria,
el andlisis de datos (estadistica) y calculo de probabilidades,
desarrollados en diferentes poblaciones que van desde los inicios de la
actividad escolar hasta la universitaria, dejando ver que el trabajo en
combinatoria ha sido poco explorado como lo afirma Lockwood, E.
(2013).

Es ahi, donde se ve la necesidad de direccionar investigacion de la
«EM» sobre esta area del conocimiento mateméatico. Area que, como
dice De Guzman (2007), es el area hacia la cual se esta desplazando la
matematica actual, después del apogeo del andlisis del continuo. Este
fendmeno se debe al avance tecnoldgico y su estrecho ligamento con
las ciencias de la computacion e informatica, que ahora permiten hacer
el analisis de grandes cantidades de informacion, analisis que tiene
una tendencia a lo cualitativo y descriptivo. Por este motivo se hace
importante la ensefianza y aprendizaje de la combinatoria, al permitir
que se consolide como una nueva forma de pensar cuya
caracterizacion y desarrollo debe tenerse en consideracion entre los
fines de la «<EM», el pensamiento combinatorio.

En la actualidad este tipo de pensamiento esté siendo desaprovechado
ya que, por un lado, se puede implementar como instrumento para
lograr que los estudiantes desarrollen procesos de generalizacion,
como por ejemplo, al utilizarlo en la transicion del pensamiento
aritmético, geométrico y probabilistico hacia el algebraico, mediante
la generalizacion en modelos combinatorios. Y por otro lado, en la
mayoria de los casos, al pensamiento combinatorio se le esta
limitando a un procedimiento intermedio para hacer calculo de
probabilidades. En cierto sentido se esta subutilizando al ser un factor
que permite evidenciar la estructuracion del pensamiento formal en el
adolescente, porque permite trabajar desde lo concreto para luego
pasar a la generalizaciébn en una misma situacién. En efecto, el
estudiante transita progresivamente de lo particular a lo general
mediante la construccion de modelos basados en la teoria de la
combinatoria. Como lo afirma Restrepo P. (2010) “la combinatoria
enumerativa busca contar el nimero de elementos de un conjunto con
ciertas propiedades, lo cual consiste en encontrar su cardinal y
lograr contar sin contar; es decir poder determinar el nimero de
elementos de un conjunto sin necesidad de tener que hacer la lista en
la que se cuenten uno a uno” ®. Es decir, a partir del analisis sobre
algunos casos particulares de los elementos de un conjunto, se puede
construir un modelo que permitird construir y conocer todos los
elementos del conjunto.

En concordancia con la descripcion realizada anteriormente, en cuanto
a los objetivos de la «EM», la responsabilidad de los educadores
matematicos, las exigencias modernas ante los procesos de ensefianza
y aprendizaje de las matematicas, y la necesidad de evidenciar y
consolidar el pensamiento combinatorio como otro tipo de
pensamiento matematico, surge esta investigacion, para la cual se
plantea como pregunta orientadora de la misma ¢Cudles son las
caracteristicas propias del pensamiento combinatorio?, ya que

65 Restrepo Mesa Pascual. Un Recorrido por la Combinatoria 1. Olimpiadas
Colombianas de Matematicas, Universidad Antonio Narifio. 2010
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conociendo estas caracteristicas, se puede evidenciar su existencia,
fortaleciendo y aportando herramientas para su consolidacion como un
tipo pensamiento matematico a tener en cuenta, reconocido e
implementado por la comunidad de educadores matematicos.

Ademas, estas caracteristicas se utilizaran como insumo para crear e
implementar nuevas metodologias y didacticas, que seran replicadas
en los procesos y experiencias de ensefianza y de aprendizaje de las
matematicas en general, permitiendo una mejor orientacion y
aplicabilidad de las mismas. Al mismo tiempo permitiran mostrar las
ventajas de la combinatoria como herramienta interdisciplinar dentro
de la misma matematica, dejando ver la necesidad de su aprendizaje y
ensefianza, e inclusion en los curriculos.

Este proyecto de investigacion se desarrolla en el marco de las lineas
de investigacion del programa de Doctorado en Educacion
Matematica de la Universidad Antonio Narifio, en particular en la
linea de la ensefianza y aprendizaje de la matematica a través de la
solucién de problemas (especialmente problemas no rutinarios) y en
las estrategias del desarrollo, enriquecimiento y consolidacion del
pensamiento matematico (incluye la ensefianza y aprendizaje de la
matematica para estudiantes talentosos), lo cual dio el aval de orden
académico y cientifico para su ejecucion.

En este orden de ideas, se da la importancia y reconocimiento a esta
investigacion, la cual se centra en describir las caracteristicas del
pensamiento que los estudiantes evidencian durante la solucion de
problemas significativos de combinatoria, a partir de las cuales se
logra avances en la caracterizacion del pensamiento combinatorio. Se
implementa en el marco de la solucién de problemas matematicos y de
contexto abarcando la elaboracion de significado de conceptos de
conteo y la generalizacién en modelos.

Se organiza y propone la presente investigacion, de carécter
cualitativo, teniendo en cuenta las insuficiencias mencionadas
anteriormente, siendo las que marcaron la eleccion del tipo de
metodologia de investigacion cientifica necesaria para desarrollar la
idea de investigacion. En el Capitulo 3 se describe el modelo de
investigacion cualitativo y sus fases de desarrollo, a partir de las
cuales se presenta la construccion y desarrollo de la investigacion.

Problema de investigacion

¢Cudles son las caracteristicas del pensamiento combinatorio
implicitas en la solucién de problemas matematicos o de contexto y en
su modelacion para construir significado robusto de los conceptos
propios del analisis combinatorio?

Interiorizado el problema de esta investigacion, es claro que el
resultado de la investigacion es de orden conceptual descriptivo
requiriendo de una indagacion profunda para apropiarse de mayores
evidencias 0 soportes que permitieron conocerlo y comprenderlo,
logrando definirlo y describirlo para avanzar en la caracterizacion;
para asi construir el resultado final y dar respuesta al interrogante
planteado.

Lo anterior permite delimitar el problema dentro del objeto de
estudio denominado proceso de ensefianza y aprendizaje del andlisis
combinatorio que serd manifestado en el transcurso de la solucion de
problemas significativos y no rutinarios del analisis combinatorio. La
poblacion participante se conformé por estudiantes (hombres y
mujeres) del ciclo de fundamentacidn en carreras de ingenieria (primer
afio de carrera) de la Universidad Antonio Narifio, sede Bogota con
edades entre los 15 y 25 afios.

Para hacer realidad esta investigacion y tomar un horizonte que
permitiera dar solucién parcial o total al problema planteado se fija el
siguiente objetivo general.

Objetivo general

Lograr avances en la caracterizacion del pensamiento combinatorio
implicito en la solucién de problemas significativos, matematicos y de
contexto y en la correspondiente elaboracion de significado de los
conceptos del analisis combinatorio en estudiantes que estan en la
transicion del pensamiento concreto al abstracto.

Se entiende la caracterizacién como la descripcion de las formas de
entender y las formas de pensar combinatoriamente de los estudiantes,
su interaccion y su consolidacion en la construccion del significado de
los conceptos de conteo, proceso que se llevara a cabo durante el
desarrollo de las clases de matemaéticas en el contexto de solucion de
problemas. De esta manera queda direccionado como campo de
accion el proceso de ensefianza y aprendizaje del conteo.

El proceso se desarrolla en el curso de Solucién de Problemas para las
carreras de ingenieria, en la Universidad Antonio Narifio, Sede Sur, de
Bogota, siendo éste la unidad de analisis.

Para tal fin, se formulan cinco preguntas cientificas que permitieron
direccionar la investigacion. Sobre las preguntas se generaron las
tareas de investigacion, la planificacion de éstas, y el cronograma, que
se construyd sobre la base de las fases de la metodologia de
investigacion cientifica, definida para este caso. Esta a su vez es el
medio organizador que permite ejecutar las tareas propuestas y
entrelazar los resultados obtenidos en cada una de ellas, alcanzandose
el objetivo propuesto en la investigacion.

Preguntas cientificas

P1. ;Qué modelos de caracterizacion del pensamiento combinatorio se
han desarrollado y cuél ha sido su impacto?

P2 ¢Cuéles son los conceptos y significados empiricos que traen los
estudiantes en conteo?

P3 (Cuéles estrategias emplean los estudiantes en la solucion de
problemas de analisis combinatorio y como se puede caracterizar el
pensamiento involucrado en ellas?

P4 ¢Como procede la consolidacion de un modo de pensar que puede
llamarse combinatorio y qué caracteristicas tiene?

P5 (Como ayuda el pensamiento combinatorio a la comprension y
aprendizaje de otras ramas de la matematica?

La estructura del documento memoria de esta tesis esta constituido por
la introduccion, cinco capitulos, las conclusiones, las
recomendaciones, las referencias bibliograficas y los anexos.

Los resultados de las primeras fases se reflejaron en una primera
revision del estado del arte contenido en el Capitulo 1 de este
documento. A su vez esta revision permite construir la respuesta a P1,
pues con la busqueda de respuestas a este interrogante se proyectd la
revision de los antecedentes al problema de investigacion. Con la
realizacion de este estudio se consolida el estado del arte, se
fundamenta el marco tedrico y referencial, y se construye el marco
metodoldgico con el cual se realiza la investigacion.

El Capitulo 2 dedicado al marco teérico, construido en si, para
fundamentar los cuatro componentes del modelo metodoldgico
propuesto. Siendo estos el componente de educacién matematica —
pensamiento  matemético-, el componente disciplinar —la
combinatoria-, el componente metodoldgico —solucion de problemas-
y el componente cognitivo —teorias del desarrollo cognitivo-.

En el Capitulo 3 se consolida la revision del estado del arte, del marco
tedrico y referencial, dando como resultado la creacion y construccion
del modelo metodoldgico «I.C.O.R.». Propuesta que en adelante se
asume como el eje director de la metodologia, recolecciéon de la
informacion y analisis de los resultados.
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En el Capitulo 4 se reportan el analisis de los resultados de la revision
de la informacién recolectada en los diferentes instrumentos, sobre la
base de la solucién de las actividades disefiada para tal fin. Analisis
que en primera instancia se consigna en las relatorias de clase y a
partir de este se definieron y consolidaron las categorias y variables de
analisis. Estos resultados se emplean para construir las respuestas a las
preguntas de investigacion.

En el Capitulo 5, Discusion de los resultados, sobre la base del analisis
de los resultados obtenidos en la fase anterior y las bases tedricas
definidas para tal fin, se da respuesta a las preguntas de investigacion
P2, P3, P4 y P5., proporcionando un significado propio al
entendimiento del problema planteado que repercute directamente
sobre las conclusiones, las recomendaciones e implicaciones que
surgieron de la investigacion. Se describen los resultados y aportes
que son de orden tedrico, practico y cientifico logrados al culminar
esta investigacion.

De este modo se da una respuesta clara, objetiva y contundente sobre
el objetivo y preguntas de investigacion, al igual que se logra
consolidar una solucion al problema de investigacion. De igual
manera, se dejaron abiertas nuevas preguntas de investigacion para
desarrollar en proximos trabajos.

En el CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE se presenta un resumen de
las investigaciones més relevantes en relacion con el problema de
investigacion, clasificadas de acuerdo a sus enfoques y lineas de
investigacion, ya que a partir de ellas se construye el estado del arte
que soporta el trabajo. De éstas destacamos sus apartes referidos a la
definicion de combinatoria, los antecedentes referentes a la
investigacion en esta linea, la metodologia de investigacion (su
poblacion y muestra), sus conclusiones y/o aportes a la educacion
matematica. Cabe sefialar que la revision del estado del arte se orient6
a partir de la primera pregunta de investigacion: P1 ;Qué modelos de
caracterizacion del pensamiento combinatorio se han desarrollado y
cudl ha sido su impacto?, interrogante que se tomé como la hoja de
ruta para iniciar la basqueda de los antecedentes al problema de
investigacion. A partir de ésta se subdividié la revision en los
siguientes aspectos: 1) caracterizacion del pensamiento combinatorio,
2) modelos de pensamiento combinatorio y 3) Otras investigaciones
orientadas al estudio del conteo.

Realizada la basqueda, la investigacion concluye que no se encuentran
modelos especificamente enfocados al estudio de la caracterizacion
del pensamiento combinatorio que determinen particularidades al
respecto. Precisa advertir, en todo caso, que existen trabajos
cientificos en los cuales se analiza el razonamiento combinatorio, sin
que éstos describan especificamente las caracteristicas del
pensamiento combinatorio, que hace parte del objetivo de la presente
investigacion.

Los siguientes son algunos de los referentes consultados,
observandose que estas investigaciones estan enfocadas especialmente
a revisar aspectos como: 1) Los errores mas frecuentes y sus causas en
el proceso de ensefianza y aprendizaje de las técnicas de conteo. 2)
Las estrategias propuestas a los estudiantes para desarrollar problemas
de conteo, méas no a estudiar el tipo de estrategias que los estudiantes
desarrollan de forma auténoma cuando se enfrentan a la bisqueda de
una solucién a un problema combinatorio. 3) El tipo de problemas
rutinario que se presentan a los estudiantes, los cuales terminan
convirtiéndose en ejercicios de combinatoria repetitivos en cuanto a
estrategia de solucion y a estructura del mismo problema.

En Dubois, (1984) se destacan las condiciones que permiten tipificar
los problemas, permitiendo encontrar estrategias para abordar cada
problema, situacion que con la experiencia se convierte en rutinaria,
dejando de lado el desarrollo del pensamiento.

Entre tanto, se puede mencionar trabajos como el presentado por
Kavousian, S. (2005): “The Development of Combinatorial Thinking
in Undergraduate Students” donde se investiga el desarrollo del
razonamiento combinatorio y se examina las dificultades presentadas
en la solucion de diferentes problemas combinatorios, estudio que
finaliza con asociar los errores en las soluciones a un tipo de
problema, para lo cual proponen clasificar los problemas
combinatorios segun el tipo de solucién convencional, antes de ser
presentados a los estudiantes. Se concluye que en este estudio no se
propone ni se usa ningn modelo que permita hacer un estudio sobre
el pensamiento combinatorio o su caracterizacion.

Rezaie M, Gooya Z. (2011) exponen en “ What do I mean by
combinatorial thinking? los cuatro niveles de comprension del
pensamiento combinatorio. Es asi como mencionan la exploracién de
la configuracion dada para contar en casos particulares, obtencion de
todos los arreglos posibles en el conteo, uso de casos de “n elementos”
en lugar de un nimero finito dado de elementos, y conversion de un
problema en otro problema de combinatoria. Este estudio se basé en
explorar cdmo los estudiantes usaban los niveles de comprension en la
solucién de problema rutinarios de conteo, sin implementar algdn tipo
de modelo y sin hacer descripciones de los razonamientos realizados
por los estudiantes.

Maher, C. A., Powell, A. B., & Uptegrove, E. B. (2011) toman como
referente en la investigacion “Combinatorics and Reasoning:
Representing, Justifying, and Building Isomorphisms™ el aprendizaje
individual que el estudiante alcanza y luego comparte en comunidad.
Consideran que los estudiantes son participantes activos en la
construccion y justificacion de su conocimiento matematico que los
Ilevd a la construccion de otros nuevos.

Lockwood, E. (2013) propone en la investigacion “A model of
students’ combinatorial thinking” que la caracterizacion del
pensamiento combinatorio se puede convertir en un “modelo” basado
en sistemas. En el modelo que construyo a partir del anélisis
conceptual, describe y explica los aspectos comunes y significativos
en el proceso de conteo, mas no los procesos de razonamiento que el
estudiante realiza durante esta actividad.

En el CAPITULO 2. MARCO TEORICO se presentan los referentes
tedricos que se utilizaron en el analisis de los resultados que
permitieron formalizar y establecer el resultado de la investigacion, al
igual que los fundamentos tedricos del modelo metodoldgico
propuesto desde la postura de cuatro componentes, el componente de
educacion matemdtica —pensamiento matematico-, el componente
disciplinar —la combinatoria-, el componente metodolégico —solucién
de problemas- y el componente cognitivo —teorias del desarrollo
cognitivo.

En el componente de educacion matemética: Pensamiento Matematico
se concibe desde la base tedrica de la propuesta realizada por
Guershon Harel (2008 a, b) en su trabajo del modelo DNR. En este
aparte se resaltan los aspectos mas influyentes para esta investigacion
destacando que esta propuesta es el resultado de un profundo estudio
realizado por Harel sobre la demostracion matematica. La obra
completa se puede consultar en http://www.math.ucsd.edu/~harel/.
En su trabajo Harel (2008 a) plantea que el fin de la educacion
matematica es desarrollar el razonamiento matematico del estudiante,
razonamiento que se compone de formas de entender y formas de
pensar. Esta postura pedagogica la desarrolla Harel desde un marco
teorico que ha denominado “DNR de las matematicas”. Por sus
iniciales corresponden a tres componentes tomados en el marco de la
ensefianza y aprendizaje de las matematicas que son la Dualidad (D),
la Necesidad (N) y el Razonamiento Repetido (R). Para su
comprension, a continuacion se expone esta posicion tedrica, producto
de la revision realizada a los documentos que ese autor ha presentado
para describir y definir el modelo. Esta postura de Harel surge como
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fruto del debate en la busqueda de respuestas a las preguntas “;Cual es
la matematica que debemos ensefiar en las escuelas? y ¢Coémo la
debemos ensefiar?”’

En componente disciplinar matematico: Combinatoria se trabajé sobre
la base tedrica de la definicion de combinatoria enumerativa y los
principios fundamentales de conteo. De este modo se puede considerar
que la definicion de combinatoria se ha ido complementando a través
de las nuevas aplicaciones encontradas, sin perder su esencia que es
contar, como lo dice Restrepo (2010) “la combinatoria enumerativa
busca contar el nimero de elementos de un conjunto con ciertas
propiedades, lo cual concurre en encontrar su cardinal, teniendo como
objetivo el “contar sin contar”, es decir poder determinar el nimero de
elementos de un conjunto sin necesidad de tener que hacer la lista en
la que se cuenten uno a uno”, pasando por relaciones de recurrencia,
funciones generatrices, ecuaciones diferenciales, teoria de grafos y
teoria de juegos entre otras tematicas que se incluyen en el grandioso
campo de la combinatoria.

La definicion presentada anteriormente permitio tomar una posicion al
respecto, alrededor de la cual se desarroll6 el componente disciplinar
utilizado en esta investigacion.

Para determinar los topicos a incluir se puede ver, por ejemplo, una
publicacion reciente en combinatoria, “How to Count” de Robert A.
Beeler (2015), publicada por Springer, en la cual se puede ver la
dimension y aplicabilidad que ha ido ganando la combinatoria a nivel
mundial, mientras que en el medio colombiano solamente se
desarrollan algunos apartes de unos dos o tres capitulos de este
referente, lo cual deja ver la falta de importancia que se le esta dando a
este campo.

Por otra parte, algunos de estos topicos deberian haber sido tratados en
la formacién escolar del estudiante, pero en el contexto colombiano
solamente se tratan en la universidad, y de manera muy superficial.
Con lo anterior se quiere evidenciar que la combinatoria no solamente
son las técnicas basicas de conteo, que en ocasiones son restringidas
aln mas, a solamente las permutaciones y combinaciones y como
elementos requeridos para hacer una introduccion al estudio de las
probabilidades.

En el componente metodolégico: Solucidn de Problemas se desarrolla
a partir de una triangulacion entre las teorias de solucion de problemas
propuestas por Polya (1965), Schoenfeld (1985, 1992) y Miguel de
Guzméan (1985). Esta permitié consolidar parte de la metodologia que
estq implicita en los instrumentos que se elaboraron para recoger la
informacion, la que deja evidenciar el avance en la consolidacion de
las formas de entender a las formas de pensar y viceversa. Otra parte
de la metodologia se marca por los resultados metodoldgicos de la
propuesta de Lakatos (1978). Sobre estos referentes no se hacen
analisis y comentarios en este documento por su amplia consolidacién
en el ambito de la educacion matematica. Ademas, hicieron parte,
como elementos metodoldgicos e interpretativos de los procesos y
resultados obtenidos, las consideraciones dadas por Gowers (2000), en
su trabajo “Dos Culturas Matematicas”.

El componente cognitivo: Teorias del Desarrollo Cognitivo se soporta
sobre los aportes tedricos pertinentes para nuestra investigacion,
tomados de las teorias del desarrollo cognitivo y del aprendizaje mas
destacadas de autores como Piaget y Fischbein. Sobre los aportes del
primer autor no se hace referencia en este documento por su amplio
reconocimiento dentro de la comunidad de educadores matematicos.
Con respecto al segundo autor se presentan algunos apartes de su
teoria de esquemas e intuiciones.

En el CAPITULO 3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION se
desarrollé desde dos enfoques; por un lado, esta la metodologia de
investigacion cualitativa propuesta por Hernandez Sampieri et al
(2014). La cual fue el hilo conductor del proceso investigativo en

general. Por otro lado, se desarrollé una metodologia de investigacion
en didactica, para lo cual se construyd, desarrollé e implemento el
modelo metodolégico «I.C.0.R.», constituyéndose éste en un espacio
conceptual y metodolégico que facilitd y organizé la comprension del
problema de investigacion. De este modo se permitié establecer las
relaciones y caracteristicas de los elementos objeto de estudio. Sobre
la base del modelo se disefid y construyé la unidad didactica,
compuesta por ocho actividades que contenian los problemas cuya
solucion tiene implicita un concepto de conteo, al igual que se
disefiaron y planificaron las dieciséis clases necesarias para desarrollar
la unidad didactica. Estos instrumentos sirvieron para obtener y
recoger los datos e informacion necesaria para dar sustento a las
respuestas de las preguntas de investigacion.

Por otro lado, se hizo el disefio experimental en dos fases, una basada
en la investigacidn-accion y la otra en los elementos de la teoria
fundamentada, de manera que con estos disefios se validaron los
instrumentos y la propuesta tedrico-practica del modelo metodolégico
«l.C.O.R.»:

La postura que permitié fundamentar el modelo metodoldgico fue
considerar la investigacion en educacion matematica «<EM» como un
universo formado por cuatro componentes: uno de educacion
matematica, uno disciplinar, uno metodoldgico y otro cognitivo. Es
oportuno ahora indicar que estos componentes se articularon y
estructuraron bajo dos directrices, una de ellas es la ciencia del disefio
tratada por Lesh y Sriraman (2005) en la reconceptualizacion de la
educacion matematica como una ciencia del disefio. La otra esta dada
por la adaptacion de las fases del disefio instruccional®, tomadas de
las cinco fases del modelo genérico de procesos de disefio
instruccional ADDIE, de sus siglas en ingles Analysis (analisis),
Design  (disefio), Development (desarrollo), Implementation
(implementacidn) y Evaluation (evaluacion), implementadas para dar
la secuencialidad direccional a la construccion de cada uno de los
maédulos que estructuran el modelo.

La estructura del modelo metodolégico inicia con la definicion del
primer mddulo, el médulo de las bases generales, el cual es un
componente invariante de la estructura general del modelo, quedando
éste conformado por los cuatro componentes mencionados
anteriormente.

El primer componente responde al [¢para qué?] o a el porqué del
objeto investigado. Este da la directriz para definir la finalidad y el
fundamento en el desarrollo e implementacién del modelo, aplicado
sobre un sujeto. El segundo componente concierne a un campo o rama
del saber de las matematicas segun la clasificacion que histéricamente
se le han dado, proporcionando el cuerpo a la intencionalidad, la cual
responde a [¢el qué?] del objeto investigado. El tercer componente
recoge el método o heuristica [¢el como?] el cual permite definir y
construir los instrumentos apropiados para el contexto del objeto y
sujeto investigado. El cuarto componente recae sobre el sujeto, siendo
éste el facilitador o participante sobre el cual se indagan sus opiniones,
sus saberes y su subjetividad frente al fenémeno en estudio segln sea
el objetivo de investigacion, el [¢a quién?].

Establecidas las bases generales del modelo, éstas se iran delimitando
de forma progresiva en dos sentidos. Un primer sentido es el
transversal guiado por las fases del disefio instruccional adaptadas al
modelo lo cual permite concretar y consolidar un enfoque de lo
general a lo particular sobre el objeto de estudio. El segundo sentido
es el longitudinal, que estard direccionado por los componentes del

66 Williams, P. eat, Fundamentos de disefio técnico pedagdgico en el
aprendizaje. Disponible en URL:
http://aulavirtualkamn.wikispaces.com/file /view/2.+ MODELOS+DE+DIS
E%C3%910+INSTRUCCIONAL.pdf [Consulta 2 de octubre de 2015]
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mddulo de las bases generales. Esto implica afianzar el desarrollo
integral y coherente de los nuevos modulos que completaran la

estructura del modelo. Cada uno de éstos yace como el producto del
disefio y la ejecucion de cada una de las fases.

DESARROLLO DEL MODELO METODOLOGICO «l.C.0.R.» APLICADO |
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Figura 1. Desarrollo del Modelo Metodolégico «I.C.O.R.» aplicado a la caracterizacion del pensamiento combinatorio

Lo explicado anteriormente corresponde al desarrollo e
implementacion del modelo metodolégico «I.C.O.R.» de forma
general. En la Figura 1, se presenta este desarrollo aplicado a la
caracterizaciéon del pensamiento combinatorio sobre la base
conceptual de los principios fundamentales de conteo. Ademas, se
observa que el componente disciplinar es la Unica variante en toda la
estructura, situacion que deja abierta la posibilidad de ser
implementado en los otros campos de la matematica.

La fase de implementacion se da con la concrecion del quinto médulo,
el moédulo del instrumento. Dadas las condiciones espacio-tiempo en
las que se planifico esta investigacion se asume y define que el
instrumento pertinente para recoger la informacion, tener el control
sobre ella y que cumple con las especificaciones dadas por el modelo
para cada componente es una unidad didactica.

El disefio y construccion de este instrumento metodolégico y didactico
se dio bajo la adaptacion de la estructura general de una unidad
didéctica a los requerimientos del modelo. Esta estructura esta
compuesta por un titulo, una justificacién y unos objetivos, elementos
que responden al primer componente; unos contenidos (los principios
fundamentales de conteo) que responden al segundo componente; una
metodologia (propia del modelo « 1.C.O.R.») que responde al tercer
componente; y unas actividades que responden al cuarto componente.

En el Anexo 1 se podra ver como ejemplo del disefio de las clases C1
y C2, correspondientes al desarrollo de la actividad A1, la cual se
presenta en el Anexo 2.

En este CAPITULO 4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS DE LAS
ACTIVIDADES se presenta el analisis de los resultados bajo un

ACTA SIMPOSIO DE MATEMATICAS Y EDUCACION MATEMATICA —

enfoque de focalizacién progresiva (Mertens, 2010)%” en la cual se
hace una descripcion progresiva de las situaciones. Para esta
investigacion se realiz6 el analisis de una forma exterior hacia una
interior, es decir, de los resultados grupales a los particulares,
siguiendo la estructura del modelo metodoldgico «“I.C.O.R.”», la cual
permitié establecer los componentes y fases de andlisis, como se
muestra en la Figura 2.

Fase 1. Unidades ——*W Solucién Iniciativas l
—_—
AV 4
, Parte Formas de
‘ Fase 2. Categorias W Entendar l
Fase 3. Relacién entre Primeray Segunda
entre Categorias |as partes Ac. Etapa Modelo
22
Principio de
Fase 4. Tema onten Formas de Pensar
Fase 5. Re|aci6n Relacién entre .
| entre temas rincipios iptegorzacion
Fase 6. Patrones | Construccion de
| Descubrimientos ESTRUCIEANS Significado
A4
Figura 2. Estructura de Analisis. Enfoque de Focalizacion
Progresiva

67 Mertens, D. M. (2010) Research and evaluation in education and
psychology: Integrating diversity with quantitative, qualitative, and mixed
methods, 3rd ed. Thousand Oaks, CA: Sage.
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El insumo utilizado para tal fin son las relatorias de clase que se
realizaron con el material producido por los estudiantes durante las 16
secciones de clase, al desarrollar las 8 actividades. Es de aclarar que
para comenzar el punto se analisis se focalizd sobre el nimero de
soluciones dadas a los diferentes problemas (iniciativas).

Antes cabe precisar dos aspectos. Un primer aspecto a considerar es
que los resultados y las discusiones que se presentan a continuacion
estdn dados sobre la base de la consolidacion del analisis de los
resultados expuestos en el capitulo 4 del documento original de esta
investigacion. El segundo aspecto a considerar es que no se debe
asociar los resultados al nimero de respuestas correctas o incorrectas
dadas por los estudiantes, sino lo que se debe considerar es que estas
cifras representan el nimero de soluciones (completas, parciales y no
correctas) que fueron desarrolladas por los estudiantes. De éstas se
analiz6 paso a paso el razonamiento manifestado y presentado de
forma escrita por cada uno de los estudiantes participantes en la
investigacion. Ademas, éstas se cuantificaron para mostrar y
evidenciar las tendencias y comportamientos encontrados en el
analisis de los mismos.

De esta forma se puede estimar que las ocho actividades desarrolladas
por el grupo de 23 estudiantes del curso de Solucién de Problemas
(sujetos), conformaron la unidad didactica (instrumento) que agrup6
97 iniciativas (problemas), de las cuales se espera obtener 2231
soluciones (muestra objetivo). En la Figura 3 se presenta la
distribucion de este resultado, del cual se puede ver que el 60,8% de
estas soluciones se utilizé en el analisis de los resultados, siendo ésta
la muestra real.

Unidad de anélisis: Total soluciones esperadas 2231

17.2%

] I | :
0% I

SOLUCION CORRECTA[SC]  SOLUCION PARCIAL [5P]

PORCENTAJE DE SOLUCIONES

SOLUCION NO CORRECTA
Isnc)
TIPO DE SOLUCIONES

SIN SOLUCION [55] INASISTENCIA [

Figura3. Distribucion del total de soluciones esperadas en la
muestra objetivo

Como se puede observar en la Figura 4, realmente el aporte de la
informacion analizada corresponde al 71.7% de la muestra real.
Resultado que se da, ya que se excluyeron del andlisis las soluciones
no correctas, que realmente no hacian ningin aporte al objetivo de
investigacion. De otro modo si habia algin aporte se consideraron
soluciones parciales. Ademas, se presenta en la distribucion el aporte
tomado en cada una de las partes de las actividades, evidenciandose
que en la medida en que se avanzaba en el desarrollo de cada una de
las partes de la actividad, el aporte fue mas significativo.

Categoria de andlisis: Total de soluciones analizadas dela muestra real 973

108 0%

PORCENTAJE DE SOLUCIONES

X ¢
PARTE DE LA ACTIVIDAD

uSoluciones Correctas [SC] 8 Sokuciones Parciales [SP]

Figura4. Distribucion de la muestra real de analisis

Por otro lado, se pudo suponer que si el proceso llevado a cabo fuese
equitativo a lo largo del desarrollo de las ocho actividades, cada una
de ellas deberia haber aportado un 12.5% de informacién en
promedio. Al comparar este valor con los presentados en la Figura 5
se puede considerar que el proceso fue homogéneo ya que los valores
experimentales estan alrededor del valor tedrico con una minima
diferencia que en parte se debe a la inasistencia de los estudiantes, ya
que el faltar al desarrollo de una de las dos partes de la actividad
presencial en el aula, afectaba el desarrollo de las otras partes de la
actividad. Esta situacion se evidencio especialmente en la A3, ocasién
en la cual faltaron mas estudiantes, mientras que se presenté el caso
contrario en la Al y A8.

Estos resultados a su vez dejan ver como la propuesta metodoldgica
basada en la estructura del modelo «I.C.O.R.» logré equilibrar el
proceso de aprendizaje de los principios fundamentales de conteo, ya
que en general los resultados de las dieciséis clases fueron similares
como se muestra en la Figura 5

COMPARATIVO: APORTE DE CADA ACTIVIDAD AL ANALISIS
180%
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Figura 5. Distribucidn del aporte de cada actividad ala andlisis

En el CAPITULO 5. DISCUSION DE LOS RESULTADOS se da
respuesta a las preguntas cientificas que se plantearon para direccionar
esta investigacion, conducentes a alcanzar el objetivo general y dar
solucién al problema de investigacion planteado. Se recuerda que para
las preguntas P1 se dio respuesta en las conclusiones del resumen del
capitulo 1.

En cuanto a la P2 ;Cuales son los conceptos y significados empiricos
que traen los estudiantes en conteo?

Para este investigador, esta situacion se ha de considerar como lo ideal
en el abordaje inicial del problema, ya que en esencia si el estudiante
logra reconocer el conjunto o conjuntos iniciales, y con éstos
construye un arreglo (configuracion), en particular esta interpretando
las condiciones dadas sobre los elementos. Esta accion le permitird
hacer una relacién y conexion con sus preconceptos o experiencias en
el &rea, permitiéndole iniciar la construccion de sus primeras formas
de entender combinatorias. Una manifestacion de éstas son las
relaciones de similitud que establece con otro problema que presenta
una estructura muy similar, siendo ésta una caracteristica del
pensamiento combinatorio.

De esta forma en lo que respecta a lo evidenciado se ve que, en su
mayoria, los estudiantes hacen algun tipo de arreglo inicial, situacion
que refleja la comprension y distincion de las condiciones iniciales
sobre los elementos. Estas condiciones posteriormente les permitiran
construir significado del concepto de conteo implicito en la solucion
del problema, ya que éstas corresponden a los atributos propios del
concepto.

En cuanto a los conceptos previos explicitados por los estudiantes ante
su primer enfrentamiento a cada una de las actividades, se analizo si el
estudiante los manejaba de forma natural (no formal) pero analoga a la
nociéon de conteo implicita en la solucién de los problemas que
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conformaron cada una de las actividades. Por ejemplo, en la Actividad
2, se iniciaba la construccién del significado del concepto de
permutacién (inmerso en el principio de la permutacion) y los
estudiantes, bajo el principio del producto, lograron construir el
principio, identificando las caracteristicas que distinguen este
concepto, a saber, arreglos con orden y sin repeticion.

En cuanto a P3 ;Cudles estrategias emplean los estudiantes en la
solucién de problemas de analisis combinatorio y como se puede
caracterizar el pensamiento involucrado en ellas?

Se observo la utilizacion de diversas estrategias, entre ellas tenemos la
estrategia de listas, que fue implementada especialmente en las
primeras actividades, y ademas se observé que se dejaba como Gltimo
recurso después de explorar e intentar hacer la solucién mediante
razonamientos basados en algin concepto combinatorio (formas de
entender combinatorias). El diagrama de é&rbol fue muy poco
implementado por el grupo de estudiantes, dado que en su mayoria
encontraron unas estrategias menos dispendiosas, como lo fueron los
simbolos o el diagrama de casillas. Los simbolos se entenderan como
la asignacion de una letra, un nimero u otro simbolo para representar
los elementos involucrados en la solucion, simplificando de esta forma
su escritura y facilitando un control en la elaboraciéon de las
configuraciones. Las casillas por su parte son espacios representados
por rectangulos o guiones, que representan las posiciones de cada uno
de los elementos dentro de una configuracidn, esquema que permitié
visualizar las relaciones a considerar (analisis de las condiciones sobre
los elementos —formas de entender-).

Por otro lado, se analizé que otro grupo de estrategias empleadas por
los estudiantes en la solucién de los problemas propuestos fueron sus
formas de proceder, las cuales estaban directamente asociadas a una
estructura conceptual de formacién previa o en proceso de
construccion.

En primera instancia tenemos el conteo sistematico, basado en alguna
de las estrategias de representacion expuestas anteriormente,
representacion sobre la cual el estudiante hace el andlisis
(identificacion de los atributos propios del concepto combinatorio
pertinente, basado en el andlisis realizado a partir de las condiciones
dadas sobre los elementos del conjunto inicial), logrando establecer
una relaciéon y conexién conceptual, que le permite identificar un
concepto previo apropiado o adaptable, siendo esta accion una forma
de entender. Esta, mediante puentes cognitivos propios de la
cognicion del estudiante, se organiza y orienta en la construccion del
nuevo significado al concepto aplicado, accidn que estaré relacionada
a un proceder dado por una forma de pensar la cual esta asociada al
principio de conteo que concierne dicho concepto. Por otro lado, se
puede ver que la construccién de este nuevo significado puede ser la
formacion de un nuevo concepto, es decir de una nueva forma de
entender.

El proceder descrito anteriormente se considera por parte del
investigador como la evolucion de las estructuras el pensamiento
combinatorio, que traen consigo mismas la evolucidn entre las formas
de entender combinatorias y las nuevas formas de entender (formas de
entender mas robustas), asociadas a una forma de pensar que permite
la transferencia o el cambio de la una a la otra. Por ejemplo, una forma
de entender asociada al concepto de la permutacion, influenciada por
el proceder del principio del producto, se transforma en una nueva
forma de entender combinatoria, formando el concepto de la
variacion.

En cuanto a la P4 (Cdmo procede la consolidacion de un modo de
pensar que puede llamarse combinatorio y qué caracteristicas tiene?

Antes de continuar, es de aclarar lo que significa para este
investigador el “caracterizar el pensamiento combinatorio”. Entre las
cosas que se buscaron fue entender y describir como el estudiante
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realiza las operaciones fundamentales de la actividad mental, entre
ellas la abstraccion, provocadas y orientadas a partir de las acciones
mentales generadas durante el proceso de interpretacion que él realiza
cuando se enfrenta o se reta a solucionar un problema significativo,
matematico (en este caso del analisis combinatorio) o de contexto. Se
aclara que la investigacion se enfoco en examinar el pensamiento que
utilizaron los estudiantes en la solucién de los problemas planteados
en las actividades disefiadas para tal fin y en consecuencia se podran
ver los resultados como un avance significativo en la caracterizacion
del pensamiento combinatorio, realizada sobre la base del marco
teorico y metodologico construido para tal propésito.

En este sentido los resultados experimentales de la investigacion
llevaron a concluir y proponer una caracterizacion del pensamiento
combinatorio suscitado por el analisis hecho por los estudiantes de las
situaciones y preguntas planteadas. Esta caracterizacion se presenta de
manera general en la Figura 6.

‘ CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO COMBINATORIO |

ESTRUCTURA DE GENERALIZACION COMBINATORIA
- NUEVAS FORMAS DE ENTENDER —

ESTRUCTURA COMBINATORIA
-—-FORMAS DE PENSAR ---

ESTRUCTURA CONCEPTUAL
---FORMAS DE ENTENDER -—

ESTRUCTURA DE RELACION
PRIMERAS FORMAS DE ENTENDER

ESTRUCTURA DE REPRESENTACION
PRIMERAS ACCIONES MENTALES

Figura 4. Estructura de la caracterizacion del pensamiento
combinatorio

En la estructura de representacion la caracteristica principal del
pensamiento  combinatorio es el reconocimiento de las
configuraciones (andlisis de las condiciones dadas sobre los elementos
de un conjunto o los conjuntos iniciales), accion que se realiza
mediante el uso de las estrategias de representacion y la interaccion de
operaciones mentales como la clasificacion y organizacion.

En la estructura de relacion y conexion se da la evocacion de las
formas de entender combinatorias, asociadas a la aprehension que se
generd sobre la representacion y basadas en el analisis (realizacion de
procesos mentales como la observacion, comparacion, distincion,
entre otros) realizado a las condiciones dadas sobre los elementos. De
esta forma se permite la identificaciobn de la existencia, 0 no
existencia, de los atributos combinatorios propios de las condiciones
como: orden, repeticion, distincion y posicion de los elementos, las
cuales estan directamente inmersas en los conceptos combinatorios,
accion que permite la construccion de nuevos significados del
concepto o conceptos involucrados.

En la estructura conceptual se producen las formas de pensar
combinatorias, como consecuencia de la sintesis realizada al proceso
de la estructura anterior, sintesis en la que se activan procesos
mentales como la integracidn y la orientacion del conocimiento, que
se materializa bajo un proceder asociado a alguno principio del
analisis combinatorio. Esta es la caracteristica del pensamiento
combinatorio en esta etapa, el paso de una forma de entender
combinatoria a una forma de pensar combinatoria.

En la estructura combinatoria, el pensamiento combinatorio se
caracteriza en su etapa de formal, basada en la abstraccion y la
conceptualizacion. Es decir, se considera que el estudiante que alcanza
esta estructura, ha construido e interiorizado un concepto
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combinatorio, accion que le permite realizar las dos primeras
estructuras internamente (forma mental y abstracta), para ser
exteriorizadas directamente en formas de pensar estructuradas y
formalizadas. Ademds, como otra caracteristica de esta estructura, esta
el razonamiento a la inversa que puede realizar el estudiante.

En la estructura de generalizacion combinatoria el pensamiento
combinatorio se caracteriza por alcanzar resultados generales a partir
de resultados particulares y producir nuevos modelos combinatorios
sobre la base de los modelos ya conocidos, siendo las caracteristicas
principales la transformacion y la generalizacion.

De igual manera se deja claridad que este grupo de caracteristicas se
evidenciaron y convalidaron durante el proceso dado en la solucién de
problemas del analisis combinatorio, por lo cual se consideran que
constituyen un tipo de pensamiento, ya que pone de manifiesto la
existencia y el uso de operaciones cognitivas generales del
pensamiento, que se lograron caracterizar desde el caso particular de
la combinatoria, consolidandose este tipo de pensamiento, que se ha
denominado pensamiento combinatorio y alcanzandose asi una
solucién satisfactoria al problema de investigacion.

En cuanto a P5 (Cémo ayuda el pensamiento combinatorio a la
comprension y aprendizaje de otras ramas de la matematica?

De acuerdo a lo manifestado por los estudiantes, se observa que en su
mayoria estan fuertemente de acuerdo en los aspectos mas relevantes
de la investigacién como la metodologia, como el aprendizaje a través
de la solucién de problemas, como el espacio de trabajo colaborativo y
el aporte que el pensamiento combinatorio puede traer a ellos en
diferentes aspectos. Ademas, en el plano personal, se destacan algunas
de las opiniones dadas por los mismos estudiantes.

= “Conocer un tema que era desconocido y evaluarme en qué nivel
de comprension estoy en la solucion de problemas”,

= “Me dejo un nuevo método de andlisis de solucion de problemas.
Ya no tengo el pensamiento arcaico de enumerar todo, por el
contrario, puedo desarrollar el problema y crear formas
generales”,

= “Interpretar diferentes situaciones con compromiso y disciplina”,

= “Cambi6é la manera en las que veia los problemas. Me siento
capacitado para implementar este tipo de pensamiento en mi vida
laboral, pues en mi empleo las relaciones de materiales se llevan a
cabo por conteo, uno a uno. Con los nuevos conocimientos se
pueden hacer planteamientos para generar un cambio
significativo”.

Por otro lado, esta el rol de estudiante y su vision de la naturaleza de
la matematica, ante lo cual opinaron:

= “Yano veo la matematica de manera operativa-repetitiva”,

= “Encontré mejores herramientas para la solucion de problemas
matematicos”,

= “Buenas metodologias que nos sacaron del area de confort y lo
reta, lo ensefia y a la vez amplios métodos, iniciativas y principios
de pensamiento”,

= “Nuevas formas de comprender el planteamiento de problemas y
sus posibles soluciones. No s6lo en las matematicas sino en la
ciencia que se aplique”,

= “Conocimientos nuevos para atender otros cursos”.

Lo anterior es una evidencia, mas que natural muy sincera, por parte
de los estudiantes quienes sintieron gratificacion con los resultados y
aportes dados por el curso, tanto en metodologias para solucionar

problemas como en conocimientos y estrategias para implementar en
lo personal, lo laboral y lo académico.

CONCLUSIONES

Se pretende poner en perspectiva la anterior discusion de los
resultados. En cuanto al objetivo general, se aclara que la
investigacion no tenia el objetivo de hacer una caracterizacion
exhaustiva, sino hacer avances significativos en la caracterizacion del
pensamiento combinatorio, sobre la base de la solucién de problemas
significativos, de matematicas y de contexto, con la correspondiente
construccion de significado de conceptos del analisis combinatorio. Se
estima que este resultado se alcanz6 satisfactoriamente, como se
puede evidenciar en la contestacion a las preguntas dos, tres y cuatro
dada en el Capitulo 5.

Frente al problema de investigacion: “;Cuales son las caracteristicas
del pensamiento combinatorio implicitas en la solucién de problemas
matematicos o de contexto y en su modelacion para construir
significado de los conceptos propios del analisis combinatorio?”, se
puede concluir que los resultados proporcionaron suficiente evidencia
que se consolidd de manera sistemdtica. Es decir, deja ver que en el
proceso de construccion y desarrollo del pensamiento matematico
durante la solucién de problemas del analisis combinatorio, existen
unas estructuras que se implementan con el apoyo de operaciones
fundamentales de la actividad cognitiva. Estas estructuras reconocidas
corresponden a la representacion, a la de relacién y conexion, a la
conceptual, a la combinatoria y a la de generalizacién combinatoria.

Con este esquema de estructuras se caracterizo el tipo de pensamiento
matematico implicito en ellas, sobre la base de describir la formacién
de las formas de entender y las formas de pensar combinatorias y la
interrelacion entre ellas, la cual origina las nuevas formas de entender
combinatorias.

Este grupo de caracteristicas se convalido y fundamento a partir del
andlisis de los resultados obtenidos por los estudiantes en la solucion
de problemas del analisis combinatorio. De esta forma se logrd
consolidar en los estudiantes un tipo de pensamiento matematico, que
se le ha denominado pensamiento combinatorio. Este proceso que se
desarroll6 a través de la unidad didéctica disefiada para tal fin; hecho
que permitié hacer un aporte satisfactorio a la solucién del problema
de investigacion. La descripcion detallada de cada una de las
estructuras identificadas se hizo en los resultados de la Pregunta 4 de
investigacion presentados en el Capitulo 5.

Al evaluar los resultados de la investigacion con respecto a los
objetivos de la educacion matematica «EM», se dio con el
cumplimiento de dos de ellos. Uno relativo a la caracterizacion del
pensamiento matematico, proposito que se ratificé con la contribucion
realizada a la caracterizacion y consolidacion del pensamiento
combinatorio, como un tipo de pensamiento propio de las
matematicas. Por otro lado, estd el modelo metodolégico «I.C.O.R.»,
construido como herramienta de metodologia de investigacion, pero
que a su vez puede servir como modelo didactico para la ensefianza y
aprendizaje de otras ramas de las matematicas.

En cuanto a lo tedrico, esta la fusion que se logré con los fundamentos
del pensamiento de Harel y el analisis de Gowers, que permitio
estructurar el marco tedrico sobre el cual se construyd el modelo
metodoldgico «I.C.O.R.», modelo que se presenta como un esquema
aplicable al estudio de los diferentes fendmenos y problematicas
subyacentes en la «<EM»; permitiendo su comprensién y analisis. En
este sentido, el modelo es un espacio conceptual y metodolégico que
facilitara y organizara la comprension de la realidad compleja inmersa
en la «<EM», ya que permite seleccionar el conjunto de elementos
objeto de estudio, y descubre y caracteriza la relacion entre ellos;
ademas, profundiza en las implicaciones que emergen con la practica.
De este modo, aporta y deriva nuevos elementos para investigar,
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nuevos conocimientos, nuevas metodologias y nuevas experiencias.
Estas deben enriquecer la calidad de la dindmica del proceso de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Por otro lado, se tiene la innovacion dada con la ampliaciéon del DNR
al DDNR, denominado asi dentro del modelo metodolégico el
“DOBLE DNR” (DDNR), siendo ésta la base desarrollada en la
segunda etapa del modelo, la etapa de la Réplica. Ademas, se resalta
que en el modelo DNR se enuncia la existencia de las formas de
entender y las formas de pensar, sin describir en detalle las
caracteristicas que tienen cada una de ellas dentro del pensamiento
matematico ni precisar las formas en que interactlan. Esta
particularidad se desarroll6 en la caracterizacion del pensamiento
combinatorio llevada a cabo en esta investigacion.

En cuanto a la ensefianza y aprendizaje de la combinatoria la
estrategia de trabajo del modelo metodolégico «I.C.O.R.» se considera
muy significativa; ya que, tanto para el autor como para los
estudiantes, la ensefianza a través de la solucién de problemas, fue una
experiencia novedosa.

En cuanto a su aporte préactico, esta investigacion dejé como resultado
la construccion y consolidacion de la unidad didactica basada en el
modelo, que podra ser implementada dentro del syllabus de los cursos
que desarrollen la unidad temética de los principios fundamentales de
conteo. Esta incluye el disefio metodoldgico de clases y la elaboracion
de las actividades implementadas sobre la base tedrica de los
principios fundamentales de conteo, de la suma, del producto; de la
permutacion, variacion,  combinacion, el trasfondo del conteo
contenido en el teorema de binomio y el principio de inclusion -
exclusion.

Finalmente, es claro que la investigacion arrojo unos resultados que
podrén exponerse en ponencias y publicaciones cientificas.

RECOMENDACIONES

A continuacion se dejan algunas recomendaciones para futuras
investigaciones en educacién matematica, y en general para toda la
comunidad de educadores matematicos.

En cuanto al objetivo de la caracterizacion del pensamiento
combinatorio, por un lado, es necesario continuar con ello ya que la
presente investigacion pretendié lograr unos primeros avances. Esto
puede hacerse en especial frente a otros tdpicos de la combinatoria,
con el objetivo de ratificar, precisar y complementar la caracterizacion
lograda y enriquecer la descripcion alcanzada en las diferentes
estructuras propuestas, y, por otro lado, de consolidar de manera
general la caracterizacion del pensamiento combinatorio. Esta
consolidacion permitird darle la importancia y status al pensamiento
combinatorio dentro de los curriculos, igual que el status que tienen
otros tipos de pensamiento matematico como el algebraico o el
geomeétrico.

En cuanto a los objetivos de la educacion matematica, se debe
implementar el modelo metodologico «l.C.O.R.» en nuevas
investigaciones que impliquen la caracterizacién de otros tipos de
pensamiento matematico. En otras palabras, se debe repetir esta
experiencia con otras unidades tematicas, con el fin de refinar el
modelo y ponerlo a prueba, de tal forma que se pueda consolidar
como un enfoque tedrico de caracter universal.

En cuanto a los aportes practicos se sugiere al Departamento de
Matematicas de la Universidad Antonio Narifio incluir total o
parcialmente la unidad didactica construida para esta investigacion,
como parte del material didactico utilizado en el proceso de ensefianza
y aprendizaje de la unidad temética desarrollada —combinatoria basica,
en particular los principios fundamentales de conteo-, implementacion
que se puede hacer en los diferentes cursos que en sus syllabus
incluyen esta tematica.

En cuanto al curso de Solucion de Problemas utilizado como contexto
para esta investigacion se propone que se elabore en su totalidad con
una metodologia similar a la implementada en este trabajo, teniendo
como objetivos desarrollar el pensamiento aritmético, el pensamiento
métrico, el pensamiento geométrico, el pensamiento algebraico y el
pensamiento combinatorio. Esta situacion deja dos sugerencias. Una
primera sugerencia es la ampliacién de la intensidad horaria del curso.
Esto porque la experiencia vivida durante el curso exigi6 la utilizacion
de dieciséis clases, por un lado, y, por otro lado, porque se requiere de
suficiente tiempo que permita hacer el debate y discusion sobre las
formas de entender y de pensar de los estudiantes, las cuales son la
base para la consolidacion y desarrollo de cada uno de los tipos de
pensamiento. La segunda sugerencia es la capacitacion al grupo de
docentes que dirigen estos cursos con el objetivo que se involucren y
actualicen en la transformacion de la ensefianza a través de la solucién
de problemas, y que efectivamente el curso en toda la poblacion
procure los mismos resultados.

En cuanto a la poblacion y muestra se recomienda replicar esta
experiencia en otros contextos que involucren estudiantes de
educacion bésica primaria, media y media superior (con la salvedad
que para la educacion bésica primaria y media se deben proponer y
construir nuevos problemas acordes con el nivel de desarrollo
bioldgico y cognitivo de los estudiantes involucrados), tanto de la
educacion publica como privada. Por un lado, con el objetivo de
ratificar los hallazgos obtenidos en esta investigacion, y por otro lado
para complementar y robustecer los resultados de tal forma que se
pueda seguir consolidando la caracterizacion del pensamiento
combinatorio, y asi reunir mas evidencias para hacer sugerencias de
fondo que ayuden a la transformacion del curriculo actual de la
educacion matematica en Colombia.
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