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Abstract— In this paper we present the concepts of
continuum and finite graph, we show some elementary
topological properties which have the finite graphs. Some
characteristics that they have are the follow: each subcontinua
of a finite graph and the union of two finite graphs is also a
finite graph. The finale purpose of this paper is the answer the
following question: can finite graphs be embedded in the
plane?

keywords— finite
hyperspace.

Continuum, graph, dimenstion,

Resumen— En este trabajo presentamos los conceptos de
continuo y de gréafica finita demostramos algunas propiedades
topolégicas elementales que poseen las graficas finitas. Entre
las caracteristicas que tienen estas estan las siguientes: cada
subcontinuo de una gréafica finita es una gréafica finita y la
unién de dos graficas finitas es wuna gréafica finita.
Contestaremos la siguiente pregunta: ¢Las graficas finitas
pueden ser encajadas en el plano?

Palabras clave—

hiperespacio.

Continuo, gréfica finita, dimensioén,

I. INTRODUCCION

| presente trabajo pertenece a la rama de la topologia

conocida como Teoria de los Continuos. Dicha

temética trata del estudio de las propiedades
topoldgicas de espacios que son métricos, compactos,
conexos y no vacios. A un espacio topolégico con las
propiedades antes mencionadas se le llama continuo. Un
subcontinuo de un espacio topolégico X es un continuo
contenido en X.
El propésito de este trabajo es presentar algunas
propiedades topoldgicas elementales de las gréficas finitas.

II. CONTINUOS

En esta seccién revisamos las nociones de continuo,
conexidad local, conexidad en pequefio y arco conexidad,
estas nociones se usan a lo largo de este trabajo; también
presentamos algunos resultados relacionados con estas
nociones.

Definicion 2.1. Un espacio métrico X es un continuo si X es
compacto, conexo y no vacio. Dado Y c X, Y es un
subcontinuo de X si Y es un continuo.

/‘\_/

Arco

SIMPOSIO DE MATEMATICA Y EDUCACION MATEMATICA

Algunos ejemplos de continuos son los siguientes:

Arcoiris de Knaster

Definicion 2.1. Un arco es un espacio el cual es
homeomorfo al intervalo cerrado [0,1]. Una curva
cerrada simple es un espacio el cual es homeomorfo a
Slen R? donde

St ={x € R% /x/=1}.

A continuacién estudiamos los conceptos de conexidad
en pequefio, conexidad local y arco conexo, junto con
algunas de sus propiedades.

Definicion 2.2. Sean X un continuo y x € X. Entonces, X
es localmente conexo en x, si para cada abierto U en X tal
gue x € U, existe un abierto y conexo V en X tal que

x € U c V. Diremos que X es localmente conexo, si X es
localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Teorema 2.3. Un espacio topoldgico X es localmente
conexo si, y solo si toda componente de cada conjunto

abierto en X es un conjunto abierto en X.

Definicion 2.4. Un espacio topoldgico X es arco conexo, si
para cualesquiera y, x € X con x # y, existe un arco en X
dexay.

Los conjuntos abiertos y conexos en un continuo localmente
CONEexo Son arco Conexos cComo Se cCita a continuacion.

Teorema 2.5. [2, Teorema 8.26] Sea X un continuo

localmente conexo. Si U es un conjunto abierto en X y
conexo

Volumen 2 No. 2, diciembre 201!
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Ill Propiedades generales de las graficas finitas

Definicion 3.1. Una grafica finita es un continuo que puede
escribirse como la unién de una cantidad finita de arcos,
tales que cualesquiera dos de ellos son ajenos o bien se
intersectan solo en uno o en sus dos puntos extremos.

Teorema 3.2. Si X y Y son gréficas finitas tales que

XNY+#0 y XNY es finita, entonces XUY es una
gréfica finita.

Demostracion. Como X, Y son gréficas finitas y X NY +#

@, entonces X UY es un continuo. Ademas, como X NY es
finita, para k € N, podemos denotar la interseccién por
XNY ={p,ps...,Pr}- En la unibn de X con Y
consideramos sélo los arcos que contienen a los puntos
P1,P2 ---»Pr, Y& que la unién de los arcos de X y Y que no

tienen a los puntos py,p3,..., Pk, €S una union finita de
arcos. Notemos que en cada punto de intersecciéon se
generan a lo mas cuatro nuevos arcos.

Asi, XUY esta formada por arcos de X y Y que no se
intersecctan, y por aquellos que se generan, los cuales sélo
son un numero finito de estos arcos con la propiedad de
que cualesquiera dos de ellos son ajenos o se intersectan

en uno o en sus dos puntos extremos. Por lo tanto, X UY
es una gréfica finita.

Definicion 3.3. Sean A, un subconjunto no vacio de un
espacio topolégico X y B un nimero cardinal. Se dice que A
es de orden menor o igual a f en X, denotado por
ord(A,X) < f5, si para cualquier conjunto abierto U de X
con A c U existe un conjunto abierto V de X, tal que
AcVcUyl|fr(V)| <pB.SiA={p}en lugar de escribir
ord({p},X) < B sélo se escribird como ord(p,X) < f5. Se
dice que A es de orden S en X, denotado por ord(4,X) =
B, si ord(A,X) < y para cualquier nimero cardinal
a < B, tenemos que ord(4,X) £ a.

Teorema 3.4. Si X es un continuo tal que ord(x, X) < X,
para cada x € X, entonces se cumple lo siguiente:

1. Cada subcontinuo de X es un continuo localmente
conexo.

2. Cada subcontinuo de una grafica finita es un continuo
localmente conexo.

SIMPOSIO DE MATEMATICA Y EDUCACION MATEMATICA

Demostracion. Supongamos que X es un continuo tal que
ord(x,X) < ¥, para cadax € X. Entonces X no contiene
un continuo de convergencia, asi, ningun subcontinuo de X
contiene un subcontinuo de convergencia. Por lo tanto,
cada subcontinuo de X es conexo en pequefio para todo
x € X. Luego, cada subcontinuo de X es localmente
conexo. La proposicion 2. es consecuencia de 1.

Teorema 3.5. Si X es un continuo no degenerado, entonces
ord(p,X) < 2 para todo x € X siy sélo siX es un arco o
una curva cerrada simple.

Demostracién. Supongamos que ord(p,X) < 2 para todo
x € X. Luego, por el Teorema 4.4, implicamos que X es un
continuo locamente conexo, y claramente X no contiene un
triodo simple. Por lo tanto, X es un arco o una curva
cerrada simple.

Teorema 3.6. [2, Corolario 9.6] El continuo X es una curva
cerrada simple si y sélo si cada punto de X es de orden 2
enX.

Teorema 3.7. [2, Lema 9.7] Sea X un continuo localmente
conexo y p €X tal que ord(x,X) =n < X,. Entonces
existe una base local numerable {B; : i = 1,2,...} de p tal
que para cadai=1,2,..., se tiene que B; es un
subconjunto abierto y conexo de X y |fr(B))| = n.

Definicion 3.8. Sean € N tal que n = 3. Un n-odo simple
es un continuoT,, que es una unién de n arcos que se
intersectan dos a dos en un puntop el cual es un punto
extremo de cada uno de los n arcos. El punto p es llamado
el vértice de T,,. En el caso en que n = 3, decimos que T;
es un triodo simple.

Definicion 3.9. Sea X una gréfica finita. Un punto p en X es
un punto ordinario de X si ord(p,X) = 2. El punto p es un
punto de ramificacion de X si ord(p,X) > 2. Un punto p
es un punto extremo de X si ord(p, X) = 1.

La coleccion de puntos ordinarios de X, se denota
por O(X); la coleccion de puntos de ramificacion de X, se
denota por R(X); vy la coleccién de puntos extremos de X,
se denota por E(X). De esta forma una gréfica finita X
puede expresarse de la siguiente manera X =
EX)UO0X) UR(X).

Teorema 3.10. [2, Lema 9.9] SeaX un continuo con
exactamente un punto p de orden mayor o igual a 3 en X.
Si ord(p,X) = n < X,, entonces p es el vértice de un n-
odo simple, el cual es una vecindad de p en X.

Teorema 3.11. SeaX un continuo. Entonces X es una
gréfica finita si, y sélo si se cumple lo siguiente.

1. Paratodop € X, tenemos que ord(p,X) < X,.

2. Existe un subconjunto finito M en X tal que para todo
puntop € X — M, el ord(p,X) < 2.

Demostracién. Si X es una grafica finitay M es el conjunto

de puntos de ramificacion, entonces se satisfacen las
condiciones (1) y (2).
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Probemos la implicacion inversa por induccion. Sea X un
continuo tal que X cumple las condiciones (1) y (2),y
M = @, asi X es un arco o una curva cerrada simple, por lo
tanto, X es una grafica finita.

Supongamos por hipétesis de induccion que si X es un
continuo que satisface las condiciones (1) y (2), donde M

tiene a lo méas k puntos, p;,p,,..., Dk, €Ntonces X es una
gréfica finita.

Sea Y un continuo que satisface las condiciones (1) y
(2), donde el conjunto M tiene exactamente k + 1 puntos,
supongamos que M = {p;,P,---,Px+1}- COomo el continuo
Y satisface la condicién (1), implicamos queY es un
continuo localmente conexo. Asi, existe un subconjunto U
abierto en Y y conexo U tal que paratodoi € {1,2,...,k +
i}, tenemos que p; EUy p; ¢ U. Comop; € U yU es un
abierto en Y tenemos que frg(U) = fry(U), con ésto
implicamos que ord(p;,U) = ord(p,,Y). Asi, U es un
continuo y p; es el tnico punto de U, tal que ord(p,, U) =
3.

Sea n=ord(p,U),por la condicion (1), tenemos
que n < Xy, asi implicamos que p; es el vértice de un n-odo
simple W el cual es una vecindad de p; en U. Veamos que
W es una vecindad en Y. Como W es una vecindad de p;
en U, existe un abierto O en U conp; € 0 € W. Sea Q un
abierto en Y tal queO=QNU. Notemos que p, €
QNUYQNU $ es abiertoen Y, ademas QNU cQ N U,
donde 0=QNU y OcW, por lo tanto, W es una
vecindad de p; en Y. Luego, existe un conjunto abierto y
conexoV enY tal que p; € Veon|fr(V)l=n y tal que
7 es un n-odo simple.

Como fr(Y —V) = fr(V), luego Y —V tiene a lo mas n
componentes K;,K,,...,K, con 1 <t <n. Luego, para
todoi € {1,2,...,t}, tenemos que p; & K; asi, por hipétesis
de induccién podemos asumir que K; es una gréfica finita.
Asi, KNV +0 y K,NV c fr(V), ya que para todo
i€{12,...,t}, tenemos que K,NVcVNY—-V. Para
todo i € {1,2,...,t}, inferimos que K; N V es finita, ya que
|fr(V)| =n. Como V es una gréfica finita, tenemos que
VUK, es una grafica finita. Luego, (VUK;)NK, =
V N K,, inferimos que (V UK;) UK, es una gréfica finita,
siguiendo este proceso obtenemos que
VUK, UK, U+ UK, es una gréfica finita. Por lo tanto, Y
es una gréfica finita.

Teorema 3.12. Cada subcontinuo de una gréfica finita es
una grafica finita.

Demostracién. Sean X una gréfica finita, A un subcontinuo
de X y p € A. Como p € X, por el Teorema 4.11,
tenemos que ord(p,X) <X, Ademas, ord(p,A) <
ord(p,X) < X, asi, ord(p,X) < X,. Tenemos que existe
un subconjunto finito M en X tal que para todo p € X —
M, el ord(p,X) < 2. Notemos que A — M c X — M,
asiparatodop € A — M tenemos que ord(p,4) < 2.

Definicion 3.13. Sea X un espacio topoldgico regular. La
dimension de X, denotada por dim[X] es un entero mayor

o igual a —1 o infinito. La definicion de dimension se da
recursivamente como sigue:

I dim[X] = —1si,ysblosiX = @.

SIMPOSIO DE MATEMATICA Y EDUCACION MATEMATICA

ii Seann e NU{0}yx € X. Sedice que la dimensi6n
de X en x es menor o igual que n, denotado por
dim,[X] < n, si para cada conjunto abierto V en X
con x € V, existe un conjunto abierto U en X, tal que
x €U c Vydim[frX(U)] < n — 1.

iii Sean € NU {0}. Entonces dim[X] < n si, y s olo si
paratodo x € X, tenemos que dim,[X] < n.

iv. Sean € NU {0}. Entonces dim[X] = nsi, y s olosi
para cada x € X, tenemos que dim,[X] < ny
dim[X £n — 1

v dim[X] = cosi y solo si para cada n € NU {0}
tenemos que dim[X] £ n.

Lema 3.14. Sean X y Y espacios topologicos regulares
yn € NU{-1,0}. Si X es homeomorfo a Y y dim[X] =
n, entonces dim[Y | = n.

Demostracion. La prueba la hacemos por induccién sobre
dim[X]. Seah: X — Y un homeomorfismo.

Si dim[X] = —1, entonces X = @. Como h es
suprayectiva, tenemos que Y = h(X) = h(@) = @. Asi,
dim[Y] = —1.

Si suponemos que dim[X] = m con m < n — 1,
entonces dim[Y] = m. Veamos que si dim[X] = n,
entonces la dim[Y] = n. Sean y € Y y un conjunto
abierto U en Y, tal que y € U. Como h es suprayectiva,
existe x € X tal que h(x) = y. Ademés, como h es
continua y y € U, tenemos que h™*(U) es un conjunto
abierto en X tal que x € h~1(U). Como la dim[X] = n,
existe un conjunto abierto V en X tal que x € V C
h™*(U) y dim[frX(V)] < n — 1. Luego, h(x) €
h(V) < h(h~1(U)). Como h es biyectiva, tenemos que
h(h™X(U)) = U. Asi, y € (V) < U. Como h es una
funcién abierta, tenemos que h(V ) es un conjunto abierto
en Y. Como dim[fryx(V)] = k <n—1y h|fry(V):
frx(V) = h(fry(V)) es un homeomorfismo, por
hipdtesis de induccion, tenemos que dim[h(fry(V))] <
n—1. Como h(fry(V)) = fry (h(V)), tenemos que
dim[fry (h(V))] < n — 1. Asi,dim[Y ] < n.

Veamos que dim[Y] > n — 1. Supongamos que
dim[Y ] = [. Por hipétesis de induccion, tenemos que
dim[X] = l conl < n — 1. Esto es una contradiccion
porque dim[X] = n. Asi,dim[Y] > n — 1. Por lo tanto,
dim[Y] = n.

Teorema 3.15. Si J es un intervalo cerrado en R, entonces
dim[]] = 1.

Demostracion. Sean p € Ry W un conjunto abierto en R
tal quep € W. Como {(a,b): a,b € R,cona < b} es
una base para la topologia usual de R, existe un intervalo
abierto (ag, by) en R, tal que p € (ay, by) © W, luego
dim[frg(ao, by)] = 0, asi dim,[R] = 1. Como p es un
punto arbitrario, tenemos que dim[R] = 1.

Sea /| = [a,b] en R con J no degenerado. Notar que
dimg[J]] > 0, comoJ c R y dim[R] = 1, implicamos
que dim[]J] = 1.

Corolario 3.16. Si A es un arco en un espacio topolégico
regular X, entonces dim[A] = 1.

Demostraciéon. Sea X un espacio topoldgico y A un arco en
X. Como Aes homeomorfo a [0,1], por el Lema 4.13,
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tenemos que dim[A] = dim[[0,1]]. Por el Teorema 2.5,
tenemos que dim[[0,1]] = 1. Por lo tanto, dim[A] = 1.

Definicion 3.17. Dado n € N, al producto topoldgico de n
intervalos [0,1] se denota con [™. Una n-celda es un
espacio topolégico homeomorfo a I™.

Corolario3.18. La dimensién de una n-celda es n.

Teorema 3.19. [2, Lema 9.11] Sea X un continuo tal que
existen puntos x; € X, con i € N, los cuales satisfacen que
ord(x;,X) = 3 para cada i y para cada x; # x; con i # j.
Entonces existe un subcontinuo K de X tal que
ord(K,X) = R, y si X es un continuo localmente conexo,
entonces existe un subcontinuo L de X tal que |L[1]| = N,

donde L[ es el conjunto de los puntos extremos de L.

Teorema 3.20. [2, Teorema 9.12] Un continuo X es una
grafica finita si y solo si ord(A,X) <X, para todo
subcontinuo A de X.

Teorema 3.21. [2, Teorema 9.13] Un continuo localmente
conexo X es una gréfica finita si y sélo si cada subcontinuo
de X tiene sélo una cantidad finita de puntos extremos.

Teorema 3.22. [2,Teorema 9.36] Si X es una gréfica finita,
entonces X puede ser encajado en R? si y solo si X no
contiene la gréafica finita K5 o la gréfica finita bipartita K 5.
(Vea las siguientes figuras).

SIMPOSIO DE MATEMATICA Y EDUCACION MATEMATICA

(1]

(2

I1l. CONCLUSIONES

Se muestran las caracteristicas que tienen las gréaficas
finitas con respecto a la definicién de orden.

La union de dos gréficas finitas cuya interseccion es
un conjunto finito, es una gréafica finita.

Los subcontinuos de una gréfica finita son una gréfica
finita.

Toda gréfica finita se puede encajar en R3.
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Abstract— In this paper we see the concepts of continuum,
dendrites and its hyperspaces for talk about some topological
properties of the hyperspaces C,(X), Fn(X) and HS,(X). We see
some results about uniqueness of hyperspaces.

keywords—
hyperspace.

Continuum, finite graph, dendrite, unique

Resumen— En este trabajo presentamos los conceptos de
continuo, de dendritas y sus hiperespacios para poder
comentar sobre algunas propiedades topologicas de los
hiperespacios Cn(X), Fn(X) y HSn(X). Veremos algunos
resultados sobre unicidad de hiperespacios.

Palabras  clave—
hiperespacio Unico.

Continuo, grafica finita, dendrita,

. INTRODUCCION

N continuo es un espacio métrico, no vacio, compacto

y conexo. El estudio sistematico de los continuos

comenz6 a principios del siglo pasado, principalmente
en Polonia, donde personajes como Knaster, Kuratowski y
Sierpinski se dedicaron a cultivar esta nueva rama de la
matematica. Casi al mismo tiempo se empezaron a
estudiar también los hiperespacios.

Los hiperespacios mas comunes de un continuo X para
son:

2% ={Ac X: A escerradoen X y no vacio},
CaX)={Ae2” : Atiene alo mas Ncomponentes} y
FaX) ={A € 2% : A tiene alo mas N puntos},

a estos hiperespacios se les dota de una métrica llamada
métrica de Hausdorff. De hecho, a Fn(X) y a Cn(X),
considerados con la métrica de Hausdorff, se les conoce
como el n-ésimo producto simétrico de X y el n-ésimo
hiperespacio de X, respectivamente. El n-ésimo
hiperespacio suspension de X, denotado por HSy(X), es el
espacio cociente C,(X)/Fn(X) que es obtenido de Cn(X) al
identificar Fn(X) a un punto.

Los primeros trabajos a principios del siglo XX se deben a
los alemanes Vietoris y Hausdorff, la métrica de Hausdorff
fue definida por Pompeiu en 1905. En 1940 Kelley en su
tesis doctoral nombrada Un estudio de hiperespacios hizo
el primer estudio sistematico de los hiperespacios e
implement6 técnicas que siguen siendo utilizadas hasta
hoy en dia. En nuestro pais, durante las dltimas dos
décadas, se ha intensificado el nUmero de investigadores
de estas teorias.
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[I. LOS HIPERESPACIOS

La teoria de continuos y la teoria de los hiperespacios
son dos ramas muy importantes de la topologia; aunque
ambas teorias se han desarrollado de manera
extraordinaria en los Ultimos veinte afios, aln tienen
muchos problemas por resolver. En esta seccion se
enuncian algunos conceptos y resultados que son
necesarios para el desarrollo de este trabajo, tales
nociones son: conexidad local, continuo, hiperespacio, la
topologia que tienen los hiperespacios, asi como funciones
de Whitney.

A continuacién se define el limite inferior, el limite
superior y el limite de una sucesién de conjuntos.

Definicién 1. Sean X un espacio topolégico y {A };
una sucesién de subconjuntos de X, el limite inferior de la

sucesion {A }, es
lim inf A ={xe X para cada abierto U en X con
X €U se cumple que U M Ajes un conjunto no vacio para

casi todo N, excepto una cantidad finita de nimeros N}.

Definicién 2. Sean X un espacio topolégico y {A };
una sucesion de subconjuntos de X, el limite superior de la

sucesion {A } es
lim sup A, ={x e X : para cada abierto U en X con
X €U se cumple que U M A, es un conjunto no vacio par una

cantidad no finita de ndmeros N}.

Obsérvese que a partir de las Definiciones 1 y 2, se
tiene que

Definicién 3. Sean X un espacio topolégico y {A };
una sucesion de subconjuntos de X, el limite de la
sucesién, que denotamos por lim A = A existe cuando

lim inf A, =A=1limsup A,.

A. Conexidad local

Una de las nociones mas interesantes y fundamentales
para nuestro estudio es el concepto que sigue.

Volumen 2 No. 2, diciembre 2015

14



Definicién 4. Sean X un espacio topoldgico y x un punto
de X. El espacio X es localmente conexo en x si para cada
conjunto abierto U en X tal que x pertenece a U, existe un
conjunto conexo y abierto V en X tal que x pertenece a V' y
V es subconjunto de U. El espacio topoldgico X es
localmente conexo si es localmente conexo en cada uno de
sus puntos.

Ademas recuérdese la definicion de componente.

Definicién 5. Dado un espacio topolégico X y un punto x
en X, la componente Cx de x en X es la unién de todos los
subconjuntos conexos de X que contienen a X. Si Y es un
subconjunto de X, la componente de Y en X es el
subconjunto conexo maximal de X contiene a Y.

Una propiedad equivalente a ser localmente conexo, es
la que sigue.

Teorema 1. [4, Teorema 4.2, pag. 113] Un espacio
topoloégico X es localmente conexo si y so6lo si toda
componente de cada conjunto abierto U en X es un
conjunto abierto en X.

El concepto que sigue ofrece una caracterizacion de la
conexidad local como se ve en el Teorema 2.

Definicién 6. Sean X un espacio topolégico y x un punto
en X. El espacio topolégico X es conexo en pequefio en x
si cada vecindad U de x en X, contiene un subconjunto
conexo V de X tal que V es vecindad de x en X. El espacio
topolégico es conexo en pequefio si es conexo en pequefio
en cada uno de sus puntos.

Teorema 2. [13, 5.22, pag. 83]Sea X un espacio
topolégico. Entonces X es conexo en pequefio si y solo si
es localmente conexo.

B. Continuos e hiperespacios

En 1883 George Cantor (1845-1918), introdujo la nocién
de continuo diciendo que éste es un subconjunto de un
espacio euclidiano que es conexo, cerrado y denso en si
mismo. Ahora, las cosas han cambiado y este concepto
esté determinado, oficialmente, como sigue.

Definicién 7. Un continuo es un espacio métrico no
vacio, compacto y conexo. Un subcontinuo es un continuo
gue esté contenido en algun espacio topolégico.

M. Fréchet (1878-1973) definid, en 1906, la clase de los
espacios métricos (aunque el término “espacio métrico” no
fue introducido sino hasta 1914 por F. Hausdorff (1868-
1942)), fue la primera clase de espacios abstractos en la
cual fueron generalizados varios conceptos y resultados.
En ese mismo afio también fue establecida la nocién de
espacio de Hausdorff. Sin embargo, por un periodo extenso
los espacios métricos fueron mucho més estudiados que
los espacios de Hausdorff.

Una de las nociones basicas e imprescindibles de la
topologia es la conexidad. La definicion actual de este
concepto fue introducida en 1883 por C. Jordan (1838-
1922), para la clase de los subconjuntos compactos del
plano. El estudio sistematico de la conexidad fue iniciado
en 1914 por F. Hausdorff, y en 1921 por B. Knaster (1893-
1980) y K. Kuratowski (1896-1980).
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Otro concepto topoldgico relacionado con la nocién de
continuo es el de compacidad. Su origen estad vinculado
con un teorema demostrado en 1895 por E. Borel (1871-
1956), el cual establece que toda cubierta abierta
numerable de un intervalo cerrado y acotado tiene una
subcubierta finita. En 1903, Borel generaliz6 este resultado
para todo subconjunto cerrado y acotado de un espacio
Euclidiano. La definicion actual esencialmente se debe a P.
S. Aleksandrov (1896-1982) y a P. S. Urysohn (1898-
1924).

C. Ejemplos de continuos

1. El intervalo unitario , con la métrica usual es conexo y
por ser un conjunto cerrado y acotado es compacto.

2. Considérese como subespacio topolégico de con la
topologia euclidiana. Como es la imagen de la funcion
continua tal que, se tiene que es conexo. Ademas, dicha
circunferencia unitaria es compacto, y de aqui, es un
continuo.

Definicibn 8. Un arco es un espacio topoldgico
homeomorfo al intervalo cerrado [0,1]. Sean h:[0,1]—J un
homeomorfismo, tal que h(0)=a y h(1)=b, los puntos ay b
son los puntos extremos del arco J.

Notese que los subcontinuos, no degenerados, de la
circunferencia unitaria son los arcos.

Se pueden construir nuevos continuos uniendo algunos
ya conocidos. Por ejemplo, si se considera la union de
arcos que se intersectan en un Unico punto, que debe ser
un punto extremo de cada arco, llamado el vértice del n-
odo, el resultado también es un continuo llamado n-odo
simple.

Siguiendo esta idea se pueden considerar la unién de
una cantidad finita de arcos tales que, sean ajenos dos a
dos o si se intersectan lo hagan en uno o en ambos puntos
extremos. A este nuevo concepto se le llama gréfica finita.
Cuando una grafica finita no contiene curvas cerradas
simples es llamada arbol.

[ll. UNICIDAD DE HIPERESPACIOS

Es claro que si dos continuos X'y Y son homeomorfos y si
H(X) es alguno de los hiperespacios 2%, Cn(X), Fa(X) 0
HSh(X), entonces H(X) es homeomorfo a H(Y).

Sin  embargo, puede ser que dos espacios no
homeomorfos tengan el mismo hiperespacio; por ejemplo,
los hiperespacios de los subcontinuos de la circunferencia
unitaria y del intervalo unitario [0,1] son homeomorfos, vea
Ejemplos 3.1y 3.2 de [11].

Definicidon 1. Para un continuo X y n un nimero natural,
sea H(X) alguno de los hiperespacios 2%, Cu(X), Fa(X) 0
HSh(X). Un continuo X tiene hiperespacio unico H(X), si la
siguiente implicacion es verdadera: si Y es un continuo tal
gue H(X) es homeomorfo a H(Y), entonces X es
homeomorfo a Y.

Surge de manera natural la pregunta siguiente:
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Pregunta 1. ¢Bajo qué condiciones un continuo X tiene
hiperespacio Unico H(X)?

Respecto de las gréficas finitas se sabe lo siguiente:

1. Si X es una gréfica finita diferente de un arco y de
una curva cerrada simple, entonces X tiene
hiperespacio Unico C(X), vea Teorema 1 de [1] y
9.1 de [3].

2. Si X es una gréfica finita, entonces X tiene
hiperespacio Unico Cy(X), vea Teorema 4.1 de [9
].

3. Si X es una gréfica finita y n es un nimero natural
diferente de 1 y 2, entonces X tiene hiperespacio
Unico Cy(X), vea Teorema 3.8 de [10].

4. Si X es una grafica finita n es un nimero natural,
entonces X tiene hiperespacio Unico Fn(X), vea
Corolario 5.9 de [2].

Sean E(X) el conjunto de puntos de X tal que X-{p} es

conexo y D la clase de las dendritas tal que E(X) es cerrado
en X.

Para los elementos de la clase D sabemos lo siguiente:

Si X es un elemnto de la clase D y no es un arco,
entonces X tiene hiperespacio Unico C(X), vea Teorema 10
de [5].

Si X es un elemento de la clase D, entonces X tiene
hiperespacio Unico C,(X), vea [6] y Teorema 3.1 de [12].

Si X es un elemento de la clase D y n es un namero
natural diferente de 1 y 2, entonces X tiene hiperespacio
Cn(X), vea Teorema 5.7 de [8].

Si X es un elemento de la clase D y n es un namero
natural, entonces X tiene hiperespacio Unico Fn(X), vea
Teorema 3.7 de [7].

IV. CONCLUSIONES

Como se puede ver, la investigacion en unicidad de
hiperespacios es un tema de actualidad, por nuestra parte
actualmente investigamos unicidad del n-ésimo producto
simétrico y del n-ésimo hiperespacio suspension para los
elementos de otras clases de continuos que fueron
definidas recientemente como los continuos enrejados y
casis enrejados.
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Abstract — Under Econophysics and using mathematical
procedures shows that the distribution functions used in
economics can be derived from certain thermodynamic
variables which, when studied in certain periods, as eligible to
be considered as variables conserved within a thermodynamic
system. Is supposed to depend on such variables micro
parameters. The distribution of income in an economic system
is not empirical but the result of a mathematical assumption. We
show for hypothetical systems and later distribution functions
as Boltzmann Gibbs and Pareto which have proved very useful
when describing the economic system of many companies in
different continents are derived.

Keywords — Mathematics, Econophysics, distribution
function, Boltzmann-Gibbs distribution, Pareto distribution JEL:
Al12, C02, C49, D10, D31

Resumen— En el marco de la econofisica y haciendo uso de
procedimientos matematicos se demuestra que las funciones de
distribucién usadas en economia se pueden derivar a partir de
ciertas variables termodinamicas que, al ser estudiadas en
determinados periodos de tiempo, satisfacen las condiciones
para ser consideradas como variables conservadas dentro de
un sistema termodindmico. Se supone que dichas variables
dependen de parametros microeconémicos.

La distribucién de ingresos en un sistema econémico no es
empirico sino el resultado de una suposicién matematica. Se
demuestra para sistemas hipotéticos y posteriormente se
derivan funciones de distribucién como las de Boltzmann-Gibbs
y Pareto que han demostrado ser muy Utiles en el momento de
describir el sistema econémico de muchas sociedades en
diferentes continentes.

Palabras clave - Matematicas, Econofisica, funcién de
distribucién, distribucién de BoltzmannGibbs, distribucién de
Pareto.

JEL: A12, C02, C49, D10, D31

En la Vicerrectoria de Investigaciones de la Universidad
Militar Nueva Granada se encuentra avalado el Grupo
MATRIX con la linea de investigacion: Matemética
Aplicada, entre otras. Dicha linea esta liderada por Maria
Nubia Quevedo Cubillos, docente de planta del
Departamento de Matematicas de la Facultad de Ciencias
Bésicas y Aplicadas; y cuenta con la asesoria del Dr.
Hernando Quevedo Cubillos, docente investigador de la
UNAM, (México) e Investigador Adjunto de la Universidad
de Roma.

Para el periodo 2014 fue aprobado por la Vicerrectoria
el proyecto CIAS 1467 denominado “Parametros micro y
macro econdmicos de la distribucion de ingresos en
Colombia. Econofisica como herramienta”, los avances
del proyecto y la contextualizacion del mismo constituyen
el tema del presente paper.

La busqueda de aplicaciones de la fisica a diferentes
campos ha permitido incursionar en el mundo de lo muy
pequefio con la teoria cudntica y particulas subatémicas,
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pasando por el mundo de los seres vivos: biofisica; el
del comportamiento de la tierra: geofisica, hasta llegar al
mundo de lo muy grande (teoria general de la relatividad y
cosmologia): astrofisica. En forma analoga podriamos
decir que, cuando entramos al mundo de la economia
desde la fisica estaremos hablando de ECONOFISICA.

-

. JFISICA

N
-~

R,

stadistica a s.e.

Este término fue introducido por Eugene Stanley en su
conferencia Dynamics of Complex Systems presentada
en el afio de 1995 en Calcuta, afirma que las leyes que
describen el comportamien-to de un gran nimero de
objetos inanimados pueden describir el comportamiento de
un gran ndmero de objetos animados” Stanley et al., 1996
, habla entonces de "el campo multidisciplinar de
econofisica” como "un neologismo que denota las
actividades de los fisicos que estan trabajando en los
problemas de la economia para probar una variedad de
nuevos enfoques conceptuales derivadas de las ciencias
fisicas.

Leyes que describen el compoftamiento deun gran nimeéro de
objetos inanimados pueden describir el comportamiento de/un gran
numero de-objetos animados.

Chakrabarti, B. K., 2005, “Econophys-Kolkata: a short story,” in
Chatterjee, Yarlagadda, and Chakrabarti, 2005, Econophysics of
Wealth Distributions, pp. 225-228.

Chakrabarti, B. K., A. Chakraborti, and A. Chatterjee, 2006, Eds.,
Econophysics and Sociophysics: Trends and Perspectives _Wiley-VCH,
Berlin_.

http://link.springer.com/chapter/10.1007 /88-470-
0389-X_26#page-1
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Pronto se empieza a hablar del término en diferentes
congresos y encuentros, de tal forma que surge la
econofisica como un campo de investigacion
interdisciplinario relativamente nuevo y en el que se han
utilizado varios métodos matematicos de la teoria de
probabilidades  desarrollados al interior de la fisica
estadistica para estudiar las propiedades de sistemas
econdmicos complejos con un nimero grande de agentes.
Gracias a la econofisica, se han obtenido excelentes
resultados para resolver los problemas de la economia y

Campe de investigacian interdisciplinario

en el que se han utilizado metodos
matematicos de la teeria de probabilidades
desarrollados al.interior de la fisica estadistica

para estudiar las propiedades de sistemas
economicos.complejes con un.nimero-grande
de agentes.

Se han obtenido ‘excelentes resultados para
resolver los problemas de la economiay las
finanzas.

las finanzas.

Nuestra propuesta de trabajo consiste en usar resultados
de la termodinamica estadistica para describir el sistema
econémico colombiano. Para ello recordemos lo que es la

TERMODINAMICA: Es una ciencia fenomenoldgica que
deriva sus resultados de la observacion y la
experimentacion, lo que hace que sus resultados sean
tremendamente poderosos y validos. Las leyes de la
termodinamica pueden ser consideradas como axiomas de

- Ciencia fenomenologica

« Derivada de la observacion y la-experimentacion

- Sus leyes pueden ser consideradas comeo axiomas
- de modelos matematicos

=-1932 describir sistemas economicos -y financieros

TERMODINAMICA
1. Conservacion dela energia
2. Entropia> O
3. Temperatura diferente de O

ECONOMICA

modelos matematicos.

Una de las mayores dificultades consiste en identificar las
variables termodindmicas, entendiéndose por

VARIABLE TERMODINAMICA: Aquella que satisface las
leyes de la termodindmica

1. La ley de conservacion de la energia

2. La entropia es mayor que cero

3. La temperatura es diferente de cero

Existe controversia entre los estudios que consideran el
dinero como una variable termodinamica bien definida y
quienes consideran que el dinero es una variable
econOmica irrelevante: E. Samanidou, E. Zschischang,
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D. Stauffer, and T. Lux, “Agentbased models of
financial markets,” Reports on Progress in Physics,
vol. 70, no. 3, article R03, pp. 409-450, 2007.

A pesar de ello, la econofisica ha ganado un espacio
importante dentro de los grandes encuentros, coloquios,
congresos, etc, tanto de fisica como de economia.

A pesar de ello, la econofisica ha ganado un espacio
importante dentro de los grandes encuentros, coloquios,
congresos, etc, tanto de fisica como de economia.

Otro tema controversial es el considerar un sistema
econdmico en equilibrio, pero en este caso es un equilibrio
estadistico, en el que la funcion de distribucion del dinero
es estable, pero a la vez es dindmico en el sentido de que
los constituyentes del sistema se mueven continuamente.
Esta suposicion de equilibrio no es la misma que en
economia hace referencia al momento idealista en que la
oferta es igual a la demanda.

La termodindmica estadistica estudia sistemas en
equilibrio y utiliza métodos matematicos desarrollados en
fisica estadistica para describir propiedades

W/ Estudiasistemas en equilibrio

Describe propiedades macroscopicas a partir de
propiedades moleculares

Utiliza métodos matematicos desarrollados en
fisica estadistica

macroscépicas a partir de propiedades moleculares o
microscopicas.

Yakovenko en “Econophysics, statistical mechanics
approach to,” presenta un numero razonable de
argumentos con los que prueba que ciertos sistemas
econémicos pueden ser considerados como sistemas en
equilibrio y algunas cantidades como la totalidad de dinero
dentro del sistema se puede considerar como conservada
durante ciertos periodos de tiempo.

V. M. Yakovenko, “Econophysics, statistical mechanics
approach to,” in Encyclopedia of Complexity and System
Science, R. A. Meyers, Ed., Springer, New York, NY, USA, 2009.

Luego, usando termodinamica estadistica, consideramos
el Sistema econdémico colombiano como un sistema en
equilibrio, durante el periodo de tiempo transcurrido entre
una y otra emision de moneda por parte del banco de la
Republica, y empezamos considerando las variables:

M= Cantidad de dinero dentro del sistema.
Donde M es una variable conservada

N = Numero de agentes dentro del sistema

=]

= Cantidad de dinero por agente
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Consideremos un sistema en equilibrio sobre el definimos
las variables:

M= Total de dinero dentro del'sistema
(M'es una variable conservada)

N-=Nimero de individuos (agentes} dentro del sistema

m =_Cantidad de dinero porpeseona (ingreso)

Veamos de una forma practica y sencilla que M es una

VARIABLE CONSERVADA:

Consideremos dos agentes A y B, donde A posee una
cantidad m; de dineroy B m; de tal manera que la
cantidad de dinero dentro del sistema estd dado por M =
m; + m; y este valor se mantiene constante por un
periodo de tiempo ya que ninguno de los agentes pueden
producir o emitir dinero. Supongamos que A le ofrece un
bien o servicio a B por un valor de A, , donde
A, = m; para que B pueda adquirir el bien o servicio
que A le ofrece.

Una vez hecha la transaccion econémica, A incremento6 su
dinero a m; =m; + A, , mientras que B disminuyo su

dinero y ahora posee m;- =m; — A, . La cantidad de

. . I I
dinero dentro del sistema en ese momento es 11; + m;
=m; + A, +m;— A =M, con lo cual vemos que el
valor de M se conserva dentro del sistema.

Modelos simples de este estilo fueron considerados por
Dragulescu y Yakovenco en "Statistical mechanics of

money". Haciendo simulaciones de la distribucion del
dinero en modelos econdémicos cerrados muestran cémo
surge la distribucién exponencial de Boltzmann-Gibbs en
forma andloga con la energia, donde la temperatura
efectiva es igual a la cantidad media de dinero por agente
econdmico.

A. A. Dragulescu and V. M. Yakovenko, "Statistical
mechanics of money", The European Physical Journal B,
v. 17, pp. 723-729 (2000), pdf.
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En 2007 Justin Chen, estudiante de pregrado de
Yakovenko en Caltech, simul6 de un modelo de
intercambio de dinero con 500 agentes a quienes se les da
inicialmente la misma cantidad de dinero y empiezan a
hacer transacciones econémicas de compra y venta de
bienes o servicios a un precio A, al cual no todos los
agentes pueden acceder si no poseen el dinero suficiente,
de los cuales existen muchos, mientras que los que poseen
grandes cantidades de dinero son muy pocos. Mediante un
histograma muestra la evolucion temporal de la
distribucion de dinero entre los agentes. Conforme pasa el
tiempo, la distribuciéon de la funcion inicial de dinero se
amplia y la a escala vertical se ajusta hasta cuando el
sistema alcanza el equilibrio estadistico y la distribucién
de dinero se estabiliza en forma exponencial. Mediante
este aporte, Chen ratifica la afirmacion hecha por
Dragulescu y Yakovenko en el afio 2000 ("Statistical
mechanics of money") de la concordancia con las leyes de
la fisica estadistica.

Un valor agregado en la simulacion es el hecho de que
muestra la evolucion temporal de la entropia de la
distribucion de dinero. La entropia aumenta en el tiempo
desde el valor inicial de 0 hasta el valor maximo alcanzado
cuando el sistema alcanza el equilibrio estadistico-
Principio de méaxima entropia..

Usando lo datos de la Gran Encuesta Integrada de
Hogares (GEIH) deL Departamento Administrativo
Nacional de Estadistica (DANE) desde 2002 hasta 2012 se
observaron caracteristicas de la distribucién del ingreso
que resultan ser muy semejantes a las de otros estudios en
otras economias. Dragulescu y Yakovenco ya en 2000
habian mostrado que el ingreso en la economia
norteamericana tenia una distribucion exponencial
Evidence for the exponential distribution of income in
the USA

Adrian Dr agulescu and Victor M. Yakovenko
Department of Physics, University of Maryland, College
Park, MD 20742-4111, USA

y en 2004 junto con Cristian Silva publica resultados
afirmando que la distribucion de ingresos bajos es
exponencial para el 97% de la poblacién, mientras que el
3% correspondiente a la poblacion de clase alta, tiene una
distribucion de potencias de Pareto.

Temporal evolution of the “thermal”  and
“superthermal” income classes in the USA during
1983-2001 A. Christian Silva and Victor M. Yakovenko
Department of Physics, University of Maryland - College
Park, MD 20742-4111, USA

received 13 September 2004; accepted in final form 9
November 2004 published online 22 December 2004

Otros trabajos pueden ser consultados en Dragulescu and
y Yakovenko Statistical mechanics of money, income, and
wealth: A short survey, in “Modeling of Complex Systems:
Seventh Granada Lectures .2003. Y

A. Dragulescu and V. M. Yakovenko, Statistical mechanics
of money, income, and wealth: A short survey, in “Modeling
of Complex Systems: Seventh Granada Lectures”, AIP
Conference Proceedings 661 (2003) 180.

En 2006 Anand Banerjee y Yakovenko encuentran
similitudes en la distribucion de ingresos en Australia y
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muestran que la distribucion presenta dos fases, una
exponencial de Boltzman-Gibbs y otra de potencias de
Pareto.

Study of the Personal Income Distribution in Australia.
Anand Banerjee a, Victor M. Yakovenko a, T. Di Matteo
baDepartment of Physics, University of Maryland,
College Park, Maryland 20742-4111, USA bDepartment
of Applied Mathematics, The Australian National
University, Canberra, ACT 0200, Australia

En nuestro trabajo se observdé que, para valores del
ingreso inferiores a 3°000.000, la distribucién tiene un
comportamiento exponencial negativo, lo cual avala la
busqueda de los parametros de la correspondiente
distribucion de Boltzman-Gibbs para cada afio.

En las siguientes ilustraciones podemos ver el
comportamiento de los ingresos, el valor del parametro
para la distribucion de Boltzman-Gibbs y su g'rafica en
color rojo:

Distribucion del ingreso en Colombia 2002
ingresos hasta $3'000.000 al mes.
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Distribucion del ingreso en Colombia 2005
ingresos hasta $3'000.000 al mes.
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Ossinbucion del Ingreso en Colombia 2012
Ingresos hasta $3'000.000 al mes.

Denuty

Figura 1: Distribucion del ingreso en Colombia para
valores de a lo mas 3°000.000 con datos de la GEIH. La
gréfica de color rojo es la exponencial de Boltzman-Gibbs.
Fuente: Elaboracion propia del grupo.

Se puede ver en
https://www.youtube.com/watch?v=sedYnPxtYVU

Para el sistema econémico Colombiano, tenemos entonces
las evidencias para tomar como funcién de densidad
de m, p(m) dada por

Distribucion de
Boltzmann-Gibbs

p(m) oc e=™/T

Donde
agente.

== % = Cantidad promedio de dinero por

La funcién de densidad de m es

p(m) o e=™/T Distribucion de Boltzmann- Gibbs

T = N ( Promedio de dinero por agente)

Def. 1: Funcién del dinero  m =m(1), A= (4 Az, weoeneidy)
;= Parametros micro econémicos. Determinan la
cantidad de dinero por agente
2: Funcion de densidad

e-m@)T

p(2) = oy B parametros macroeconoémicos

3. Funcién de particion (podemos conocer caracteristicas del sistema)

m(i)

Q= fe "7 dl

Propiedad [ p(2)di=1

Ahora consideramos las siguientes definiciones:

Def. 1: Funcién del dinero
1‘1: nenoan “”"1?!:]

Para A= Parametros micro-econémicos que
determinan la cantidad de dinero por agente.

m=mll),con I=(4,

Def. 2: Function de densidad

— g—miT _
g (.1) =W , ¥ = Parametros macro-

econémicos

Def 3. Funcién de Particion
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R
m{d | _

QUL = [ze 7 dl

Por ultimo recordemos que la funcién de densidad _p{.f}
debe satisfacer la propiedad:

= plydl=1

Pero como
=4 -1

— Lo . ni1 - _

Q(T;X}: fm; eT dd= l‘_ﬂfm-} eT diAd =
= -2 —

lim —eT = eT _,;{;1):1_
fi— 00 m
Sobre el sistema econdmico colombiano, podriamos

afirmar que al no tener crisis econémicas y tener cierta
estabilidad econdmica, satisface las condiciones de
equilibrio para la variable ingreso dentro de un periodo de
tiempo comprendido entre una y otra emision de moneda.
Por lo tanto siguiendo a Yakovenko ( Econophysics,
Statistical Mechanics Approach t0,2007),

V. M. Yakovenko, Econophysics, Statistical Mechanics
Approach to, (2007) arXiv:qg-fin.ST /0709.3662

es posible hacerle un andlisis desde el contexto de la
econofisica. Pero también tenemos las bases teéricas que
posibilitan la aplicaciéon de las leyes de la termodinamica y
la termodindmica estadistica como se validé en un trabajo
anterior de H. Quevedo y M.N. Quevedo ( Statistical
Thermodynamics of Economic Systems, 2011).

H. Quevedo and M. N. Quevedo, Statistical
Thermodynamics of Economic Systems, J. Therm.
2011, 676495 (2011).

Por otra parte, debido a que, como ya se menciono,
existen trabajos que hacen analisis de la distribucion del
ingreso en otros sistemas econdmicos y se ha visto que
muchas sociedades se caracterizan por tener dos regiones
diferentes con funciones de distribucién diferentes.
Consideremos, entonces el caso més sencillo que seria
tomar un

SISTEMAS LINEALES

1: Funcion del dinero
Sea m(A)=¢A m=cA ¢y = Const
2: Funcion de densidad

e=mOT

ory) '

p() =

X = parametros macroecondmicos

3. Funcion de particion

N 0 p=AIT Siiay N L ST n o
U= |, ] = ’!l_l})lofm =€ /T d(l)—y!l_[];\ . m=

m
=liMpw(—e ™7 + e #T) = e

Jp(da=1

SISTEMA LINEAL
Enel que ™ = c1d paraunf1 = Constante
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Ya vimos las funciones de densidad y de particion
correspondientes y que la variable asi definida tiene una
distribucién de Boltzmann-Gibbs.

2. SISTEMAS NO LINEALES
Sea m=cA ¢, = Const

T T

1 aT A
5=E(] -Hn;)ﬂrrx <m>= 3 Y=

- n A 2
QTA) = (L_—) n—]""l

1
3. SISTEMAS MULTIPLICATIVOS

Seam = ¢y Ind de[x,m)

n=t L -G
N =75 — a=2-1>0

Distribucion de Pareto  p, « =

En la grafica se puede observar las dos fases, la dominada
por la distribucion de Boltzmann-Gibbs ( Azul), la cual
abarca la mayor parte de la gréafica y corresponde a
ingresos bajos y medianos. La fase con los mas altos
ingresos tiene un comportamiento diferente con una
distribucion tipo Pareto.

Este tipo de comportamiento con diferentes fases se ha
corroborado en diversos sistemas econdémicos a nivel
mundial, resultado que ha sido reconocido como uno de
los mas interesantes que se han derivado en la econofisica
en los pocos afios de su existencia. Resulta entonces
interesante preguntarse si el sistema econdmico
colombiano muestra un comportamiento similar al de otros
paises tales como Alemania, Estados Unidos, India, entre
otros.

2010-06

También consideramos el Sistema NO LINEAL para el ]
cual M=614"  paa € = Constante 100 -
El sistema que resulta de gran utilidad es el i
MULTIPLICATIVO en el que se define |
m = ¢1INA para €1 = Constante y A >0
10 T T T T T T T 17T 1
y la funcién de particién: 1 10
x 100000
= —cy ind "1 - | - — -
Q(T, ) = —e 17 di=1lim| ™7 dl=1lim ———A" 7 | = .
T n—kos T m—es Py ﬂ 1-T
7T
1
. plm) a — 2010-06
Con los cual se tiene que m’  que corresponde

a la distribucién de potencias de Pareto.

Son estas las distribuciones halladas, para las cuales
debimos hallar los correspondientes parametros una vez
estandarizadas y encontramos:

10

0,08

0,008 N\

0,0008

Figura 2: Distribuciones. La primera fase corresponde a
una distribucion tipo Boltzmann-Gibbs (curva en azul) y la
segunda es de tipo Pareto (recta en rojo). Fuente:
Elaborado por los autores

SIMPOSIO DE MATEMATICA Y EDUCACION MATEMATICA

100 -
10 -
0,1 4
0,01 ] T T T TTTTIT T T T TTTTITT T T I--.Illm
1 10 100 1.000
x 100000

Figura 3: Comparacion. La funcién acumulada (curva
azul) en diferentes regiones se compara en la gréfica
de la izquierda con una distribucion exponencial
(curva roja) y en la gréfica de la derecha con dos
distribuciones de potencias. La recta roja corresponde
a una potencia de 2.5 y la verde a 0.5. Fuente:
Elaborado por los autores.

En la figura 3 se muestra primero la region que puede
ser aproximada con una distribucion exponencial.
Esta corresponde aproximadamente al 90% de los
individuos entrevistados. En la segunda gréafica se
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muestran dos rectas que reproducen la funcién de
probabilidad acumulada en dos diferentes regiones
gue representan cerca del 10% de los entrevistados
con los més altos ingresos. De esta manera vemos
que esta parte de la grafica corresponde a dos
diferentes distribuciones de Pareto. Las diferentes
pendientes de las rectas provienen de diferentes
indices de Pareto.

CONCLUSIONES:

1. El uso apropiado de las matemaéticas permite obtener
resultados interdisciplinarios.

2.Es posible aplicar termodindmica estadistica para
generar sistemas econdmicos hipotéticos.
3.El sistema econ6mico colombiano
considerado en equilibrio estadistico.

4. La distribucién del ingreso en Colombia presenta dos
fases: La de Boltzmann-Gibbs correspondiente a los
menores ingresos en el 90% de la poblacion y la de Pareto
con dos parametros diferentes en el 10% de la poblacion y
gue corresponde a los ingresos mas altos.

puede ser
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DISCURSOS RELACIONADOS CON LA
NOCION DE OBSTACULO
EPISTEMOLOGICO EN EDUCACION
MATEMATICA

Gloria Inés Neira Sanabria Universidad Distrital Francisco José de Caldas
aneira@udistrital.edu.co

Abstract— In this paper, a trace in the literature is made by
different points of views of the notion of epistemological
obstacle, views and approaches that have become in theories
and trends of some researchers and schools, which have led to
the development of discourses linked to it such as conflicts,
errors, difficulties, misconcepciones, and its different discursive
categories characterized them as epistemological origin
semiotic, cultural, didactic... do differents syntax, various
nominations, similar semantics? In order to explain the
difficulties of understanding in mathematics that we see in the
students every day, it has been agreed these problems do not
depend only on the lack of experience with math, or the skill or
skills, or the idiosyncrasies of his thought still immature, but
also the nature of mathematical concepts and of the culture in
which these have been developed. That's when the concept of
"epistemological obstacle" of Bachelard becomes very
important, since the students' thinking seems to suffer from
certain epistemological obstacles to be overcome if it wants to
establish a real understanding in mathematics. It opens the door
for research on epistemological obstacles in mathematics
education, forms of understanding based on something
unconscious thought patterns culturally acquired beliefs
questioned about the nature of mathematics created questions
as: is it an epistemological obstacle a mistake, a
misunderstanding, a misunderstanding, or just a certain way of
knowing what works in certain restricted domains but reveals
inadequate in others?

Keywords—epistemological obstacle, mathematics

education, speeches. understanding,

Resumen— Se presentan diferentes tendencias relacionadas
con la nocién de obstaculo epistemolégico, miradas y enfoques
que han devenido en teorias y tendencias propias de algunos
investigadores y escuelas y que han conducido al desarrollo
de variados discursos como conflictos, errores, dificultades,
mis-concepciones, caracterizandolos como de origen
epistemolégico, semiético, cultural, didactico... ¢Sintaxis
distintas, Nominaciones diversas, Semanticas similares? Ante la
necesidad de explicar las dificultades de comprensién en
matematicas que se evidencian en los estudiantes, partiendo de
que no dependen solamente de falta de experiencia con las
matematicas, ni de las habilidades o destrezas, que puedan o no
tener los estudiantes, ni de la idiosincrasia de su pensamiento
aun inmaduro, sino también y sobre todo, del simbolismo, del
lenguaje, de la semibtica discursiva inherente a las
representaciones, es decir, de la naturaleza de los conceptos
mateméaticos mismos y de la cultura en la cual estos han sido
desarrollados, se acude entonces al concepto de “obstaculo
epistemoldgico” de Bachelard puesto que el pensamiento de
los estudiantes parece padecer de ciertos obstaculos
epistemoldgicos, concebidos como formas de comprension
basadas en algo inconsciente, esquemas de pensamiento
culturalmente adquiridos, creencias no cuestionadas acerca de
la naturaleza de las mateméticas, obstaculos que deben ser
superados si se quiere que emerja una real comprension en

SIMPOSIO DE MATEMATICA Y EDUCACION MATEMATICA

matematicas. Y se plantea como interrogante: ¢Es un obstaculo
epistemologico un error, una mala comprension, una
incomprension, o sencillamente una cierta forma de conocer
que funciona en algunos dominios restringidos pero se revela
inadecuada en otros?

Palabras clave— obstaculo epistemoldgico, educacién

matematica, Comprension, discursos.

|. INTRODUCCION

El término obstaculo epistemolégico fue construido por el
fisico y filésofo francés Gastén Bachelard, quien postuld
gue la naturaleza no nos es dada y nuestras mentes nunca
son virgenes en frente de la realidad, pues sea lo que sea
gue veamos, digamos u observemos esta direccionado por
lo que ya conocemos, pensamos, Creemos O queremos
ver. (1938/2004: 15).

La nocion de obstaculo epistemolégico, tomada de
Bachelard, hizo su aparicién en la educacién matematica
gracias a Brousseau en 1976, quien veia en particular en la
nocion de obstaculo el medio de cambiar el estatuto del
error, que no es solamente el efecto de la ignorancia, de la
incertidumbre, del azar, como se cree en las teorias
empiricas o conductistas del aprendizaje, sino el efecto de
un conocimiento anterior, que tuvo su interés, su éxito,
pero que ahora se revela falso o simplemente inadaptado.
Los errores de ese tipo no son erraticos e imprevisibles,
ellos se constituyen en obstaculos. Tanto en el
funcionamiento del profesor como en el del alumno, el
error es constitutivo de sentido del conocimiento adquirido.
Transferir este concepto de las ciencias naturales a las
matematicas requeria adaptaciones cuidadosas 'y
profundas reflexiones filoséficas acerca de la naturaleza
semidtica y discursiva de las mateméticas.

Sierpinska (1994) explica la comprensién en mateméticas
basada precisamente en la teoria de los obstéculos
epistemoldgicos. El primer supuesto que enuncia de los
obstaculos epistemoldgicos es que de un nivel de
conocimiento y comprension a otro hay necesidad de
integracion y reorganizacion. Afirma que la cognicién no es
un proceso acumulativo, pues las nuevas comprensiones
pueden solamente ser parcialmente construidas sobre
caminos de desarrollo previos. El otro supuesto de la
filosofia de los obstaculos epistemolégicos que enuncia, es
gue los obstaculos epistemoldgicos son inevitables: su
superacion requiere una reconstruccién de comprensiones
fundamentales.
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Asi mismo postula que la comprensibn no es
independiente del desarrollo, ni del lenguaje en el cual se
comunica, ni tampoco de la cultura en la cual ella se
socializa. Sus creencias, normas cognitivas, visiones de
mundo, pueden ser todas fuentes de obstaculos para
comprender la estructura tedrica del conocimiento
cientifico. Tanto en la instruccién como en el desarrollo hay
momentos criticos: esos momentos gobiernan lo que
precede y lo que sigue. Propone su ya conocida lista de
cinco grupos de obstéculos epistemoldgicos relativos a la
nocion de limite, de los que se concluye que aquello que
estd en la base de cualquier clase de obstaculos
epistemoldgicos, es su aparicion y su resistencia en la
historia de los conceptos considerados, tal como habia
sido postulado por Bachelard y por Brousseau en su
conocida “arqueologia de los obstaculos epistemologicos”.

Por otra parte, Michele Artigue (1995) utiliza el término
«concepcién», término que, responde a dos necesidades
distintas: Por un lado pone en evidencia la pluralidad de los
puntos de vista posibles sobre un mismo objeto
matematico, diferencia las representaciones y modos de
tratamiento que les son asociados a ellas, y pone en
evidencia su adaptacion mas o menos buena a la
resolucién de tal o cual clase de problemas. Por otra parte,
ayuda al didacta a luchar contra la ilusion de transparencia
de la comunicacion didactica propiciada por los modelos
empiristas del aprendizaje, y le permite diferenciar el saber
que el profesor va a transmitir y los conocimientos
efectivamente construidos por el alumno.

Otra tendencia asociada que se encuentra al revisar la
literatura es la mirada dirigida hacia la nocién de error.
Segln Rico (1998:75) se concibe el error como parte
constituyente de la adquisicién del conocimiento: Rico
(1998:84) enuncia algunas caracteristicas generales
afirmando que pueden ser de dos tipos: sistematicos o por
azar. Los primeros son mucho mas frecuentes y se toman
como sintomas que sefialan hacia un método o
comprension equivocada subyacente, que el estudiante
considera como correcto. Los errores por azar reflejan falta
de atencién y lapsus ocasionales, que tienen relativamente
poca importancia. No aparecen por azar sino que surgen
en un marco conceptual consistente, basado sobre
conocimientos adquiridos previamente, Cualquier teoria de
instruccion debe modificar la tendencia a condenar los
errores culpabilizando a los estudiantes de los mismos,
Todo proceso de instruccion es potencialmente generador
de errores, y al cometer un error, el alumno expresa el
caracter incompleto de su conocimiento y permite a los
compafieros o al profesor ayudarle a completar el
conocimiento y llevarlo a la comprensién.

De otro lado, el profesor Luis Radford (2007), desde una
aproximacion historico-cultural al pensamiento matemético
sostiene que aquello que conocemos y el modo con el cual
llegamos al conocimiento debe enmarcarse no solo por
medio de aquello que hacemos ahora y como lo hacemos,
sino también por una inteligencia histérica que reposa en
practicas sociales, instituciones, lenguaje, artefactos,
libros, monumentos,... El conocimiento y el conocer son
ambos sostenidos por esta inteligencia histérica que
hemos heredado de las generaciones pasadas. La historia
nos hace conscientes del hecho de que no somos ni el
producto exclusivo de nuestras actividades, ni el producto
irrevocable de nuestras practicas discursivas.

Aquello que hace que un obstaculo sea epistemoldgico es

su presunta naturaleza no cultural, no didactica, no onto-
genética: lo es por su propia naturaleza epistémica
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intrinseca. Segun lo cual Radford (2007), interpreta que la
naturaleza epistémica de la cultura esté excluida desde el
inicio. Se pregunta qué tan fuerte puede ser el vinculo del
obstaculo epistemoldgico y los factores sociales, y se
atreve a concluir que no puede ser tan fuerte, pues si lo
fuera la idea de obstaculo epistemoldgico resultaria
destruida y la tipologia de obstaculos (onto-genético,
didactico, cultural y epistemolégico) ya no tendria sentido.
Si el término “obstaculo epistemoldgico” refiere un tipo de
conocimiento parcial, puesto en alguna parte del recorrido
del desarrollo conceptual, un conocimiento que sirve para
resolver ciertos problemas, pero que comienza a ser causa
de errores en el momento en que es aplicado por fuera de
ese tipo de problemas, entonces para él la cuestién
fundamental a tratar concierne a la explicacion de la
naturaleza del camino, que se supone es recorrido por
todos nosotros durante el desarrollo conceptual,
prescindiendo de nuestro encuadramiento temporal y
cultural.

Desde el Enfoque Onto-semiético (EOS) de la Instruccion y
Cognicion Matematica, Juan Diaz Godino (2003) habla de
conflictos semidticos y los define como: “Cualquier
disparidad o discordancia entre los significados atribuidos
a una misma expresion por dos sujetos (personas o
instituciones) en interaccion comunicativa®. Los conflictos
semidticos se consideran como explicaciones potenciales
de las dificultades y limitaciones de los aprendizajes
matematicos. Aclara que si la disparidad se produce entre
significados institucionales hablamos de conflictos
semidticos de tipo epistémico, mientras que si la
disparidad se produce entre practicas que forman el
significado personal de un mismo sujeto los designamos
como conflictos semiéticos de tipo cognitivo, en tanto que
cuando la disparidad se produce entre las practicas
(discursivas y operativas) de dos sujetos diferentes en
interaccion comunicativa (alumno-alumno o alumno-
profesor)  hablaremos de conflictos (semiéticos)
interaccionales.

Este desarrollo discursivo concibe conflicto como una
nocion mas general que la de obstaculo, y algo mas
especifica que la de “error” o “dificultad”, enfatizando que
la idea de conflicto sugiere un origen (semi6tico) de tales
errores o dificultades, y dota a tales nociones de un sentido
pragmético mediado por la actividad y la practica. A veces
el error no se produce por una falta de conocimiento, sino
porque el alumno usa un conocimiento que es valido en
algunas circunstancias, pero no en otras en las cuales se
aplica indebidamente. Si un tipo de error se manifiesta en
un cierto nimero de alumnos de manera persistente en
una tarea, su origen se debe buscar en los conocimientos
requeridos por la tarea, y no tanto en los propios alumnos.

La complejidad semidtica asociada a la practica
matematica es una posible causa de las dificultades de
aprendizaje. El andlisis de la trama de funciones
semidticas asociada al contenido matematico permite
prever su grado de dificultad potencial, e identificar las
variables a tener en cuenta para facilitar su ensefianza.

Finalmente encontramos en nuestro recorrido al profesor
Bruno D’Amore (2007) quien explica los conflictos
cognitivos en términos de imégenes: un estudiante ha
podido en el transcurso del tiempo, adquirir un concepto y
haberse hecho una imagen, imagen misma que pudo
haber sido reforzada en el tiempo a través de pruebas,
experiencias repetidas, pero entonces ella se revela
inadecuada respecto a otra del mismo concepto... se crea
asi un conflicto entre la imagen que tenia el estudiante y
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que la creia valida, in cuestionada (verdadera), y la nueva,
que generalmente amplia los limites o profundiza la
aplicabilidad del concepto. Asocia la mis concepcion o
concepto errado afirmando que para alcanzar la
construccion de un concepto es necesario pasar por una
mis concepcion momentéanea.

Concluye que la carrera escolar de un individuo en las
matematicas, se construye por el paso o transito de mis
concepciones a concepciones correctas, luego la mis
concepcion es una concepcidn momentanea no correcta,
en espera de consolidarse cognitivamente mas elaborada,
ellas no pueden ser eliminadas, ni son un dafio ni un error,
parecen ser un momento necesario y delicado hacia el
concepto correcto.

Il. CONCLUSIONES

En la conceptualizacién de obstaculos planteamos como
supuesto una contraposicién entre el conocimiento ausente
(ignorancias) y el presente pero dificultante que son los
obstaculos. En el camino hacia el conocimiento, no se
trata de descartar los conocimientos, modelos y teorias
previos sino de tener conciencia, de ver cuando se usan,
por qué son potentes, qué peligros tienen y en qué casos
no son aplicables. Los obstaculos epistemoldgicos no son
obstaculos para una correcta 0 incorrecta comprension:
ellos son obstaculos para un cambio conceptual,
paradigmatico. Asi que podemos introducir a los
estudiantes en una nueva situaciéon o problema y esperar
gque emerjan toda clase de dificultades, malas
comprensiones y obstaculos, y precisamente ésta es una
de nuestras principales tareas como profesores, ayudar a
los estudiantes a superarlos, a objetivar y ser conscientes
de las diferencias, entonces los estudiantes quiza puedan
hacer sus propias reorganizaciones.

La razén por la cual los formadores de profesores, los
educadores matematicos de cualquier nivel de ensefianza
deben interesarse por estas teorias es porque el patrén del
desarrollo conceptual de la nifiez a la adolescencia parece
ser recapitulado cada vez que un estudiante se embarca en
el proyecto de comprension de algo nuevo o en la
construccion de un nuevo concepto. Es entonces cuando
los discursos asociados a la nocion de obstéaculo
epistemolégico pueden emerger y devenir en campos
didacticos al provocar y analizar practicas, formas de
participacion, preguntas, recapitulaciones unay otra vez en
esa dindmica de interacciones que es la educacion en
general y la educacion matemética en particular.
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