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PRESENTACION

Este volumen especial de Acta MEM 2023 recoge trabajos presentados por
estudiantes del Doctorado en Educacion Matematica de la Universidad Antonio
Narifio en asignaturas de dicho doctorado y en los grupos de estudio del Simposio

de Matematicas y Educacion Matematica.

El Doctorado en Educacién Matematica de la Universidad Antonio Narifio ha ido
consolidando diversas actividades dentro las que destaca el referido simposio que
cada afno acoge investigadores de gran renombre en el area y numerosas

contribuciones que son presentadas y discutidas en él.

Los estudiantes del doctorado, que ya tiene una trayectoria de mas de 10 anos,
provienen de diversas regiones de Colombia y su experticia investigativa
encontrara en las paginas de esta publicacion la oportunidad de de dar sus
primeros pasos en la publicacion de articulos cientificos que correspondan a
investigaciones en desarrollo o a insumos para el trabajo de investigacion de

quienes se acercan al area de Educacion Matematica.

Abrimos pues, con este numero de nuestra publicacion una nueva etapa llamada a
sentar las bases para la creacion de una revista propia del programa de doctorado
a partir de articulos que son testimonios recogidos en la formacién de nuestros

estudiantes.

Gerardo Chacon
Editor en jefe

Bogota, Colombia. Enero de 2024.
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Explorando la relacion entre Criptografia,
Educacion Matematica y Comercio
nternacional: Implicaciones y Beneficios

Alexandra Suéarez Escobar
Universidad Antonio Narifio
asuarez97@uan.edu.co

Abstract- Cryptography is a relevant topic for
International Business students, as it provides fundamental
tools and concepts to ensure the security and integrity of

information in digital environments. The proposal is to
introduce students to basic concepts, such as confidentiality,
data integrity and authentication.

This article explores different aspects of cryptography, such
as substitution encryption, which involves replacing letters or
symbols with others, and briefly discusses methods such as
the Caesar cipher and the Vigeneére cipher, public and private
key encryption, and how they are used to encrypt and decrypt
messages.

A highlight is the Diffie-Hellman algorithm, which allows two
parties to establish a securely shared key over an insecure
channel. In addition, the topic of digital signature, its
importance in guaranteeing the authenticity and integrity of
electronic documents, is included and algorithms such as RSA
and DSA are presented.

Another interesting approach is to analyze how
cryptography concepts are applied in international trade,
discussing security protocols used in electronic transactions,
such as SSL/TLS and PGP. The relationship between
cryptography and blockchain technology is also explored, and
how cryptography ensures the security and immutability of
data in blockchains.

Finally, it is relevant to address potential threats to
cryptographic security and cryptanalysis techniques used to
break cryptographic algorithms, such as brute force attacks
and differential cryptanalysis.

In summary, it is intended to provide an overview of the
topics that can be developed in a mathematics | course on
cryptography for international business students, providing a
solid foundation and activity model for understanding the
principles and applications of cryptography in today's world.

keywords— Cryptography, International Trade, Encryption,
Digital Security, Crypto-arithmetic, Mathematics Education.

Resumen— La criptografia es un tema relevante para los
estudiantes de Comercio Internacional, ya que proporciona
herramientas y conceptos fundamentales para garantizar la
seguridad y la integridad de la informacion en entornos
digitales. La propuesta es introducir a los estudiantes en
conceptos basicos, como la confidencialidad, la integridad de
los datos y la autenticacion.

En el presente articulo se exploran diferentes aspectos de la
criptografia, como el cifrado de sustitucién, que implica
reemplazar letras o simbolos por otros, y se abordan
brevemente métodos como el cifrado César y el cifrado de
Vigenere, el cifrado de clave publica y privada, y como se
utilizan para cifrar y descifrar mensajes.

Un aspecto destacado es el algoritmo de Diffie-Hellman, que
permite a dos partes establecer una clave compartida de forma
segura sobre un canal inseguro. Ademas, se incluye el tema
de la firma digital, su importancia para garantizar la
autenticidad e integridad de los documentos electrénicos, y
presentar algoritmos como RSA y DSA.

Otro enfoque interesante es analizar como se aplican los
conceptos de criptografia en el comercio internacional,
discutiendo  protocolos de seguridad utilizados en

transacciones electronicas, como SSL/TLS y PGP. También se
explora la relaciéon entre la criptografia y la tecnologia
blockchain, y cdmo la criptografia asegura la seguridad y la
inmutabilidad de los datos en las cadenas de bloques.
Finalmente, es relevante abordar las posibles amenazas a la
seguridad criptogréfica y las técnicas de criptoandlisis
utilizadas para romper los algoritmos criptogréaficos, como los
ataques de fuerza bruta y el criptoandlisis diferencial.

En resumen, se pretende proporcionar una visién general de
los temas que se pueden desarrollar en un curso de
matematicas | sobre criptografia para estudiantes de comercio
internacional, brindando una base sélida y un modelo de
actividad para comprender los principios y las aplicaciones de
la criptografia en el mundo actual.

Palabras clave— Criptografia, Comercio Internacional,
Cifrado, >Seguridad Digital, Cripto-aritmética, Educacion
Matemética.

. INTRODUCCION

la criptografia, es fundamental en el &mbito de la seguridad
digital, desempefia un papel crucial en el contexto del
comercio internacional, en respuesta a un mundo cada vez
méas conectado digitalmente, donde salvaguardar la
confidencialidad, integridad y autenticidad de la informacion
se ha vuelto imprescindible; ofertando las herramientas y
técnicas necesarias para proteger los datos sensibles
durante las transacciones comerciales en el &mbito nacional
e internacional.

Referentes de impacto en este campo incluyen algoritmos
como RSA y DSA, el cifrado de clave publica y privada, el
protocolo SSL/TLS para transacciones seguras en linea, y
el concepto de firma digital. En este sentido, comprender
los fundamentos de la criptografia y su aplicacion en el
comercio internacional es esencial para garantizar la
seguridad de los datos y promover la confianza en el
entorno digital actual.

A continuacidon, se dardn més detalles en relacién con el
Marco de Referencia base para el desarrollo de la actividad
adelantadas con los estudiantes del curso de Matematicas |
de Comercio Internacional y la lectura analitica de los
correspondientes resultados.

Il. MARCO DE REFERENCIA

Realizar un estudio de Criptografia con estudiantes de
matematicas | de la carrera de Comercio Internacional
resulta relevante para proporcionales conocimientos y
habilidades necesarias en el contexto actual de seguridad y
tecnologia en el comercio global. Les permite comprender
la importancia de la seguridad criptogréafica, cumplir con los
requisitos normativos, ser competitivos en el mercado y
desarrollar habilidades matematicas y de pensamiento
critico necesarias para enfrentar los desafios del mundo
empresarial actual.


mailto:asuarez97@uan.edu.co

A continuacion, se presenta una breve descripcion de los
refrentes tedricos y conceptuales fundamentales para el
desarrollo de la actividad propuesta.

A. Historia

La criptografia ha desempefiado un papel vital a lo largo
de la historia, desde las técnicas utilizadas en el antiguo
Egipto y el cifrado César de Julio César en el Imperio
Romano, hasta los avances modernos en la era digital. En
el Renacimiento, Leon Battista Alberti introdujo el cifrado de
Vigeneére, y posteriormente surgieron sistemas mas
complejos durante la Segunda Guerra Mundial, como la
maquina Enigma utilizada por los alemanes. Durante esta
época, criptoanalistas aliados, como Alan Turing, lograron
descifrarla. Con el advenimiento de la era digital, la
criptografia experimentdé un cambio significativo, con
algoritmos como RSA y Diffie-Hellman estableciendo las
bases del cifrado de clave publica y privada utilizado en
aplicaciones de seguridad actuales. [2],[3],[4]

B. Criptografia

La palabra criptografia proviene en un sentido
etimolégico del griego Kriptos =ocultar, Graphos= escritura,
lo que significaria ocultar la escritura, o en un sentido mas
amplio seria aplicar alguna técnica para hacer inteligible un
mensaje. [7]

La criptografia es una ciencia que proviene de una rama
de las mateméticas que fue iniciada por el matematico
Claude Elwood Shannon en 1948, denominada “Teoria de
la informacién. Esta rama de las ciencias se divide en;
“Teoria de Codigos” y en “Criptologia”. Y a su vez la
Criptologia se divide en Criptoanalisis y Criptografia, como
se muestra en la Fig. 1. [7]
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Fig. 1. Origen de la Criptografia

La criptografia se encarga de disefiar funciones o
dispositivos capaces de transformar mensajes legibles a
mensajes cifrados (cifrar) y su transformacion inversa
(descifrar).

El criptoanalisis es la ciencia que estudia los métodos
que se utilizan para recuperar los mensajes, encontrando la
clave con que fueron cifrados. [7]

C. Criptografia y Educacion Matematica

La criptografia se define como el estudio y la practica de
técnicas para proteger la informacién y los datos mediante
el cifrado y el descifrado de mensajes. Implica el uso de
algoritmos y claves para convertir la informacién en un
formato ilegible para aquellos que no poseen la clave
correspondiente, asegurando asi la confidencialidad,
integridad y autenticidad de los datos. [5]

La criptografia presenta una relacion estrecha con la
educacion matematica, ya que muchos de los fundamentos
y conceptos de la criptografia se basan en principios
matematicos. Al introducir la criptografia en la educacion
matematica, los estudiantes pueden desarrollar habilidades
de razonamiento I6gico, comprensién de algoritmos y
aplicaciones practicas de conceptos matematicos. [6] A

través del estudio de técnicas criptograficas, los estudiantes
pueden explorar conceptos como el cifrado de sustitucion,
el cifrado de clave publica y privada, el analisis de
criptosistemas y la teoria de nimeros aplicada. Ademas, el
estudio de la criptografia en la educacion matematica puede
ayudar a fomentar habilidades de resolucién de problemas
y promover la conciencia sobre la importancia de la
seguridad de la informacién en el entorno digital actual.

D. Confidencialidad, Integridad de los Datos y
autenticacion

La confidencialidad se refiere a la proteccion de la
informacién sensible y su restriccion a personas no
autorizadas. Se busca garantizar que solo las partes
involucradas en la comunicacién tengan acceso a la
informacién relevante [3]Cifrado de datos.

La integridad de los datos se refiere a la garantia de que
los datos no se han alterado, dafiado o modificado de
manera no autorizada durante su almacenamiento,
transmisiébn o procesamiento [3]. Para asegurar la
integridad de los datos, se utilizan técnicas criptograficas,
como los coédigos de deteccion y correccion de errores, asi
como funciones hash, que generan un resumen dnico para
los datos y permiten verificar si han sido modificados.

La autenticacién se refiere al proceso de verificar la
identidad de un individuo, sistema o entidad. Se utiliza para
garantizar que las partes involucradas en una comunicacion
sean quienes dicen ser y no impostores o entidades
maliciosas [3]. La autenticacion se logra mediante el uso de
técnicas criptograficas, como las firmas digitales, que
utilizan claves criptograficas para verificar la integridad y
autenticidad de los datos y garantizar que provengan de la
entidad correcta.

E. Cifrado de Sustituciéon

El cifrado de sustitucion, es una técnica criptografica que
implica reemplazar letras o simbolos por otros. El cifrado de
sustitucion es una de las técnicas criptograficas mas
antiguas y simples utilizadas en la historia de la criptografia
[9]. Dos métodos comunes de cifrado de sustitucién son el
cifrado César y el cifrado de Vigenere.

El cifrado César es un tipo de cifrado de sustitucion que
consiste en desplazar cada letra del mensaje original un
ntmero fijo de posiciones en el alfabeto. (Paredes, G. G.
2006) Por ejemplo, con un desplazamiento de 3, la letra "A"
se convertiria en "D", "B" en "E" y asi sucesivamente.
Aunque el cifrado César es facil de entender y aplicar, es
vulnerable a ataques de fuerza bruta debido a su limitado
espacio de clave y al hecho de que cada letra siempre se
cifra de la misma manera, como se muestra en la Fig. 2.

[afabeto [a T8 Jc [o Je [Fla [H]r[s [c [ [m[n]nToJr a]r]s [t [u]v]w][x]v]z]
[afabeto [0 [e [ [o [ [ [o [k ]c]m [n]n]o]r Jafr st ]u]v [w]x]v]z]a]s]c]

Asi con este alfabeto podemos cifrar el siguiente mensaje:
Mensaje original: MENSAJE DE PRUEBA
Mensaje cifrado: OHPVDM GH SUXHED

Fig. 2. Cifrado de Cesar

El cifrado de Cesar introdujo un concepto muy usado en
matematicas y especificamente en criptografia “El modulo”.

El médulo es una operacion binaria que se realiza en los
enteros positivos representado como se observa (1):

¢ = amodb 1)

Donde a, b y ¢ son enteros positivos. El valor de “c” al
realizar la operacion es igual al resido de dividir “a” entre
“by

Teniendo en cuenta lo anterior es posible escribir
matematicamente el cifrado de Cesar como se ilustra en la
Fig. 3. [7].



Para cifrar
Ci= (3 + Mi) mod 27
coni=0,1,...,n;n = nimero de latraz del mensaje
dende Cies la letra cifrada y Mi es la letra a cifrar
el alfabeto comienza con A=0, B=1, ..., Z=26

Parﬂ dCSL' [rilr
Mi = {Ci - 3) mod 27 = (Ci + 24) mod 27
coni=0,1,...n; n = nimerc de letras del mensaje
dondc Cl‘ es Ii\ |Clra CiFfﬂdﬂ y rg,fl es5 |€| |C1rﬂ a L'”ri\r
el alfabeto comienza con A =0, B=1, ..., #=26

Fig. 3. Cifrado de Cesar escrito de forma matematica

El cifrado de Vigeneére, por otro lado, mejora la seguridad
del cifrado de sustitucién mediante el uso de una clave que
consta de varias letras; cada letra de la clave se utiliza para
desplazar la letra correspondiente del mensaje original. La
clave se repite de manera ciclica a lo largo del mensaje.
Esto proporciona una mayor variabilidad y complejidad al
cifrado, dificultando los ataques de fuerza bruta. Sin
embargo, el cifrado de Vigenére todavia puede ser
vulnerado mediante analisis estadistico y otros métodos
criptoanaliticos.

Mateméticamente el cifrado de Vigenére se puede
expresar como se representa en (2) [10]

Ci = Si + Kimoam (modn) )

Para descifrar el texto conociendo la clave se utiliza (3)
Ci = Si — Kimoam (modn) ®)

Es importante destacar que tanto el cifrado César como
el cifrado de Vigenére son ejemplos de cifrados de
sustitucion mono alfabéticos, lo que significa que cada letra
se reemplaza por otra letra del mismo alfabeto. Estos
cifrados son relativamente simples y se utilizan a menudo
como ejemplos introductorios en la ensefianza de la
criptografia [9].

F. Cifrado de Clave publica y privada

El cifrado de clave publica y privada, también conocido
como cifrado asimétrico, es un sistema criptografico que
utiliza dos claves diferentes pero relacionadas
matematicamente: una clave publica y una clave privada
[9]. Este tipo de cifrado fue revolucionario, ya que resolvio el
desafio de compartir claves de forma segura en
comunicaciones cifradas.

En el cifrado asimétrico, la clave publica se utiliza para
cifrar mensajes y la clave privada correspondiente se utiliza
para descifrarlos. La clave publica se distribuye
ampliamente y esta disponible para cualquier persona que
desee enviar mensajes cifrados al propietario de la clave
Por otro lado, la clave privada se mantiene en secreto y
solo el propietario tiene acceso a ella.

Cuando alguien desea enviar un mensaje cifrado al
propietario de la clave publica, utiliza la clave publica para
cifrar el mensaje. Una vez que el mensaje cifrado llega al
destinatario, este lo descifra utilizando su clave privada
correspondiente [9]. La clave privada es Uunica y
matematicamente relacionada con la clave publica, lo que
garantiza que solo el destinatario pueda descifrar el
mensaje.

La fortaleza del cifrado de clave publica y privada radica
en la dificultad computacional de calcular la clave privada a
partir de la clave publica. Este proceso es tan complejo que
se considera computacionalmente inviable, brindando asi
un alto nivel de seguridad para las comunicaciones,
Ademas, este sistema permite el establecimiento de
canales seguros de comunicacion sin la necesidad de
compartir previamente una clave secreta.

El cifrado de clave publica y privada se utiliza
ampliamente en aplicaciones de seguridad, como la firma
digital, el intercambio seguro de claves y la autenticacion de

servidores web [9]. Este tipo de cifrado ha sido fundamental
en el desarrollo de protocolos de seguridad en Internet y en
la proteccién de la confidencialidad e integridad de los
datos.

RSA (Rivest, Shamir y Adleman) es un algoritmo de
cifrado asimétrico desarrollado en 1977 por los
anteriormente citados, consiste en seleccionar dos nimeros
grandes p y g. A continuacion, los multiplica obteniendo el

nimero m = p * q . Luego es posible calcular f(m) =
(p — 1)(g — 1), asi resulta facil encontrar un nimero “k”
co-primo con @(m) y calcular, mediante el algoritmo de

Euclides, el inverso del modulo ¢@(m), que
representaremos por k'. Con la informacién anterior se
transformard la informacién en una secuencia de clases de
restos modulo m (una sucesion de nimeros entre 0y m-1) y
realizard la encriptacion sin mas que elevar médulo m cada
clase a la potencia k-ésima.[11].

G. Algoritmo de Diffie-Hellman

El algoritmo de intercambio de claves de Diffie-Hellman
es un protocolo criptogréafico que permite a dos partes, Alice
y Bob, establecer una clave compartida de forma segura
sobre un canal de comunicacion inseguro [4] Fue
desarrollado en 1976 por Whitfield Diffie y Martin Hellman, y
se considera uno de los hitos fundamentales en el campo
de la criptografia moderna.

El algoritmo de Diffie-Hellman se basa en el problema
matematico conocido como el "problema del logaritmo
discreto". En términos simplificados, el algoritmo permite
que Alice y Bob generen de manera independiente una
clave publica y una clave privada. La clave publica se
comparte a través del canal de comunicacion inseguro,
mientras que la clave privada se mantiene en secreto.

El proceso de intercambio de claves se lleva a cabo de la
siguiente manera: Alice y Bob acuerdan previamente un
conjunto de parametros publicos, incluyendo un namero
primo grande y una raiz primitiva médulo ese nimero primo.
Cada parte elige de manera aleatoria un ndmero secreto,
que se mantiene en privado.

A continuacion, Alice y Bob realizan célculos utilizando
sus claves privadas y los parametros publicos acordados. A
partir de estos calculos, obtienen un valor compartido
conocido como "secreto compartido" o "clave compartida".
A pesar de que las claves publicas y los célculos realizados
se ftransmiten a través del canal inseguro, el secreto
compartido no se puede derivar facilmente sin conocer las
claves privadas individuales.

El algoritmo de Diffie-Hellman se basa en el principio de
que el calculo del logaritmo discreto es computacionalmente
dificil, lo que significa que no hay un algoritmo eficiente
conocido para resolverlo en un tiempo razonable. Esto
asegura que incluso si un atacante intercepta las claves
publicas y los calculos realizados, le resultaria
extremadamente dificil determinar la clave compartida sin
conocer las claves privadas individuales.

El algoritmo de Diffie-Hellman ha sido ampliamente
utilizado en protocolos de seguridad, como TLS/SSL, para
establecer claves de sesion seguras en comunicaciones
cifradas. Aunque el algoritmo en si mismo no proporciona
autenticacién de las partes involucradas, puede combinarse
con otros protocolos criptograficos para lograr la
autenticacion y establecer comunicaciones seguras.

H. firma digital como RSA 'y DSA

La firma digital es una técnica criptografica utilizada para
garantizar la autenticidad, integridad y no repudio de
documentos electronicos [9]. A diferencia de una firma
manuscrita en papel, una firma digital es una
representacion matematica Unica y especifica de un



documento, utilizando
criptograficos.

La firma digital se basa en el uso de claves publicas y
privadas. El remitente del documento utiliza su clave
privada para generar una firma digital Gnica y exclusiva para
ese documento. Esta firma digital se adjunta al documento y
se puede verificar utilizando la clave publica
correspondiente al remitente.

Al verificar una firma digital, se utiliza la clave publica del
remitente para descifrar la firma digital y obtener una
representacion matematica del documento original [9]. Si la
firma digital se puede descifrar correctamente y coincide
con el documento original, se puede inferir que el
documento no ha sido modificado y proviene del remitente
auténtico.

Dos algoritmos comunes utilizados en la firma digital son
RSA (Rivest-Shamir-Adleman) y DSA (Digital Signature
Algorithm). RSA es un algoritmo de clave publica que se
basa en la factorizacion de nimeros primos grandes. DSA,
por otro lado, es un algoritmo de firma digital basado en la
dificultad computacional del problema del logaritmo discreto
[9]. Ambos algoritmos han demostrado ser seguros y se
utilizan ampliamente en aplicaciones de firma digital.

La firma digital desempefia un papel crucial en la
autenticacion de documentos electronicos, ya que
proporciona una forma segura de verificar la identidad del
remitente y garantizar la integridad del contenido [9]
Ademas, la firma digital permite el no repudio, ya que una
vez que un documento ha sido firmado digitalmente, el
remitente no puede negar haberlo enviado.

que se genera algoritmos

I. Criptografia y blockchain

La tecnologia blockchain ha revolucionado la forma en
gue se almacenan y gestionan los datos en diversos
sectores, desde las transacciones financieras hasta la
gestion de la cadena de suministro. En el corazon de la
tecnologia blockchain se encuentra la criptografia, que
juega un papel fundamental en garantizar la seguridad,
privacidad y la integridad de los datos almacenados en las
cadenas de bloques.

La criptografia en el contexto de blockchain se utiliza
para lograr varios objetivos clave. Uno de ellos es la
autenticacion de las transacciones. Cada transaccion
registrada en la cadena de bloques es criptograficamente
firmada utilizando claves privadas y publicas, lo que permite
verificar la autoria de las transacciones y garantizar que
provienen de una fuente legitima [12]

Ademas, la criptografia se utiliza para garantizar la
integridad de los datos en la cadena de bloques. Cada
bloque de datos se genera utilizando una funciéon hash
criptografica, que produce una firma digital Unica para ese
bloque. Cualquier alteracion de los datos dentro del bloque
resultaria en un cambio en la firma, lo que permitiria
detectar cualquier intento de manipulacion de los datos
almacenados [13].

La criptografia también desempefia un papel importante
en la seguridad de las transacciones en blockchain. Los
mecanismos de criptografia de clave publica y privada se
utilizan para asegurar que solo los participantes autorizados
puedan acceder a los datos y realizar transacciones en la
cadena de bloques. Estos mecanismos permiten la
privacidad de los datos de los usuarios mientras se asegura
la transparencia y la verificabilidad de las transacciones [14]

En resumen, la criptografia desempefia un papel esencial
en la tecnologia blockchain, garantizando la seguridad,
privacidad e integridad de los datos almacenados en las
cadenas de bloques. La autenticacién de las transacciones,
la integridad de los datos y la seguridad de las
transacciones se logran mediante el uso de técnicas
criptograficas como la firma digital, las funciones hash y los
mecanismos de clave publica y privada.

Ill. PROTOCOLOS DE SEGURIDAD EN COMERCIO
INTERNACIONAL

Los conceptos de criptografia desempefian un papel
fundamental en el &mbito del comercio internacional,
especialmente en el contexto de las transacciones
electronicas. Estos conceptos se aplican para garantizar la
confidencialidad, integridad y autenticidad de los datos
durante las transacciones comerciales en linea.

Uno de los protocolos de seguridad mas utilizados en el
comercio internacional es SSL/TLS (Secure Sockets
Layer/Transport Layer Security). SSL/TLS es un protocolo
de comunicacién que utiliza criptografia asimétrica y
simétrica para establecer conexiones seguras entre un
cliente y un servidor [9]. Utiliza certificados digitales para
autenticar la identidad del servidor y cifra los datos
transmitidos para garantizar su confidencialidad e
integridad. SSL/TLS se utiliza ampliamente en sitios web de
comercio electronico, proporcionando un entorno seguro
para las transacciones en linea.

Otro protocolo importante en el &mbito de la seguridad en
el comercio internacional es PGP (Pretty Good Privacy).
PGP es un protocolo de cifrado de clave publica y privada
que se utiliza para cifrar, firmar digitalmente y autenticar
correos electrénicos y otros documentos [15]. PGP permite
a los usuarios asegurar sus comunicaciones y garantizar
que solo los destinatarios previstos puedan acceder a los
datos. Este protocolo se utiliza ampliamente en el &mbito
empresarial y en el comercio internacional para proteger la
confidencialidad de la informacion sensible y garantizar la
autenticidad de las comunicaciones.

La aplicacion de protocolos de seguridad en el comercio
internacional es esencial para garantizar la proteccién de
los datos y la confianza en las transacciones electrénicas.
Estos protocolos, como SSL/TLS y PGP, permiten a las
partes involucradas en el comercio internacional
comunicarse y realizar transacciones de manera segura,
protegiendo los datos confidenciales y evitando posibles
ataques o manipulaciones [9].

G. Amenazas a la seguridad y técnicas de
criptoanalisis

La seguridad criptografica se enfrenta a diversas
amenazas que buscan romper los algoritmos criptograficos
y comprometer la confidencialidad e integridad de la
informacién protegida. Los criptoanalistas utilizan técnicas y
métodos avanzados para analizar y atacar los sistemas
criptograficos en busca de vulnerabilidades y debilidades.

Una de las amenazas mas comunes a la seguridad
criptogréafica es el ataque de fuerza bruta. En este tipo de
ataque, el criptoanalista intenta probar todas las posibles
claves hasta encontrar la correcta que descifre un mensaje
cifrado [9]. Este proceso puede ser computacionalmente
costoso y llevar mucho tiempo, especialmente cuando se
utilizan claves largas y robustas. Sin embargo, los avances
en la capacidad de procesamiento y la computacién
distribuida han aumentado la eficiencia de los ataques de
fuerza bruta en ciertos contextos.

Otra técnica de criptoanalisis es el criptoandlisis
diferencial. Esta técnica se basa en el andlisis de
diferencias en los valores de entrada y salida de una
funcion criptogréfica para extraer informacion sobre la clave
[15]. El criptoandlisis diferencial busca patrones vy
correlaciones en los cambios de bits a medida que se
realizan operaciones criptograficas, 1o que puede revelar
informacién sobre la clave utilizada. Este tipo de
criptoandlisis requiere un conocimiento profundo del
algoritmo criptografico y puede ser muy efectivo para atacar
ciertos cifrados.

Ademas del ataque de fuerza bruta y el criptoandlisis
diferencial, existen otras técnicas de criptoanalisis, como el
criptoandlisis lineal, el criptoanalisis algebraico y el



criptoandlisis de canales laterales [9]. Cada técnica se
enfoca en diferentes aspectos de los algoritmos
criptograficos y busca aprovechar debilidades especificas
para descifrar informacién protegida.

Es importante tener en cuenta que los sistemas
criptograficos modernos se disefian teniendo en cuenta
estas amenazas y técnicas de criptoanalisis. Los algoritmos
criptograficos se someten a rigurosas pruebas y andlisis de
seguridad para asegurarse de que sean resistentes a los
ataques conocidos y se mantengan seguros [15]. Sin
embargo, es fundamental mantenerse actualizado sobre los
avances en criptoandlisis y adoptar buenas practicas de
seguridad para mitigar posibles riesgos.

IV. ACTIVIDAD: CODIGOS INDESCIFRABLES

La palabra criptografia es una combinacién de dos
vocablos griegos: Krypto, que significa “oculto” o “secreto”,
y Grapho, que significa “escritura”. Asi, la criptografia es el
estudio de “escrituras secretas” o codigos.

1. Buscando la clave publica:

A. Elegir dos numeros primos de dos o tres cifras.

Sugerencia: En la computadora habilita el programa:
https://www.wolframalpha.com/

B. Para la eleccion de los nimeros primos escribe en el
buscador “nextprime” y a continuacion un numero, el
programa le entregara el siguiente numero primo existente
al nimero que se ha digitado.

C. Al primer numero lo llamaremos “p” y al segundo lo
llamaremos “q” y al producto de los dos lo llamaremos “m”.
Diligenciar Tabla 1.

TABLA 1
NUMEROS PRIMOS Y SU PRODUCTO

P
q
m=p *(q

Ahora calculamos y diligenciamos Tabla 2

TABLA 2
FUNCION

fm)=@-1D@-1)

D. Buscaremos un numero "K" primo relativo con
@(m) tal que el MCD entre los dos sea igual a 1.(4)

(f(m),K) =1 (4)

Sugerencia: en https://www.wolframalpha.com/ “escribe
en el buscador (MCD y a continuacion los dos numeros o
GCD), si el MCD de los 2 nimeros es 1 entonces decimos
gue son primos relativos.
La clave publica entonces es: (Diligencie la Tabla 3)

TABLAS.
CLAVE PUBLICA

m
K

2.Codificando el mensaje: “Sé feliz no aceptes
menos”
Sugerencia: Hacer uso de la hoja de célculo Excel para
codificar el mensaje tomando como referencia la Fig. 4

A[B|c[D[E[F|G[H[I]J[K]L[M
112|134 |15(16] 1718192021 ]22]23

N|O|P|Q|R|S|T|U|V|W|X|Y]|Z
24 125(26 |27 |28(29|30(31(32|33[34]|35/(36

Fig. 4. Sistema criptogréafico de clave publica RSA
Al codificar hemos obtenido una cadena de niUmeros
como se observa en la Fig. 5.
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Fig. 5. Ejemplo de mensaje a encriptar

Ahora revisaremos la clave publica del grupo a enviar el
mensaje y contaremos los digitos correspondientes del
numero “m”, organizaremos nuestro mensaje en grupos de
digitos con un ndmero inferior al de “m”.

Ejemplo: si m=64777 (Tiene 5 digitos), organizé mi cédigo
en cifras de 4 digitos

3. Encriptando el mensaje

A. Sugerencia: En la hoja de célculo organiza la tabla3.

TABLA 3.
ENCRIPTANDO EL MENSAJE
b k m a
1331 241 64777 58734
1124 241 64777 38596
1425 241 64777 2470

B. Calcular “a”: en https://www.wolframalpha.com/
teniendo en cuenta que se conocen los datos
descritos en la Tabla 4

TABLA 4
DATOS PARA ENCRIPTAR EL MENSAJE

b Cadigo o numero

k Numero clave del grupo a
enviar el mensaje

m Numero clave del grupo a
enviar el mensaje

a NUmero por buscar

Debemos trabajar con el algoritmo propuesto en (5)

b* = amodm (5)
Ejemplo:
1331241 = mod64777 (6

En el buscador https://www.wolframalpha.com/ escribir
“powermod” (b, k, m) y el programa como resultado nos
entrega el valor de a.

Ejemplo: Powermod (1331,241,64777) Resultado 58734.
Ahora si completemos nuestra tabla de codigos y estamos
listos para enviar el mensaje como se observa en la Fig. 6.

58734|38596| 2470|48593|26842| 1598|61033|38886|48593|5129 48| 54938

343 362|51290|23309| 9666|15261|627 28043|10512| 1868: 83|17527
3127 617| 4701|15261|40784(34352|63885|40784|17569| 1906t 24 9
5919 8304126227268/ 28043|53686|3514

Fig. 6. Mensaje encriptado
4. Como descifrar el mensaje
Para descifrar el mensaje debemos resolver (7)

UK = 1mod@(m) @
En https://www.wolframalpha.com/ ingresar: “powermod”
(k, (—1), f(m)) de este modo ha conseguido el valor de

U, ahora con los cédigos que ha recibido es posible dar
solucion a (8)

pY = modm @)

Es decir: en https://www.wolframalpha.com/ ingresar:
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“powermod (b, U.m) por ejemplo si mi clave de grupo es:
K=241 m=25021 U=18451 entonces powermod
(8686,18451,25021) y el resultado es el codigo que luego
voy a usar para descifrar.

Sugerencia: vuelva a elaborar tabla en Excel. ¢, Cudl es el
mensaje descifrado?

V. RESULTADOS

La actividad se desarrollé con tres grupos, cada uno de tres
estudiantes, de manera sincrénica se cruzaron los
mensajes para encriptar y desencriptar.

A continuacion, se relaciona el trabajo adelantado por los
estudiantes en referencia a los mensajes enviados, se
aclara que cada grupo acorde con el mensaje a enviar
dispuso un nombre para su grupo como se observa en las
Fig. 7,8y 9

Nicol Dayana Cruz Castilc Alex Lopex Tovar

K 1 mensaje enviado CONTENTOS

EENE e E N R PN R EE B ES K B R S

Fig. 7. Mensaje enviado por Poderosos

YENY MOSQUERA, LAURA UMARA, NICOLE RODRIGEZ, JUAN PABLO CRUZ
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Fig. 8. Mensaje enviado por Frijolitos
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ANGELZAHID AVILA
MARIA PAULA MINA ANGEL
JUAN DAVID EAL

Figura 9. Mensaje enviado por Contentos
Como se observa los estudiantes para codificar sus
mensajes hicieron uso de la tecnologia, codificando sus
mensajes en hoja de calculo y Excel y
https://www.wolframalpha.com/, Caracterizaron su grupo
ofertando pistas con el nombre que dieron al grupo y
realizaron trabajo en equipo delegando funciones a cada
uno de los participantes.
De igual forma con el mensaje recibido desencriptaron el
mensaje recibido haciendo uso de su clave publica, el grupo
que se hizo llamar contentos logré desencriptar su mensaje
con eX|t0 como se V|suaI|za en la Fig. 10

P \ 14\ ;QJ 25{ za\ m} n{ u\ ;q n{ zs\ | za[ zz\ ;q m{ 1;\ ;;J n\
& = I — 7 I N O A O O 3
m 53 0 I I 19
P i S )
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3] 2o ag 1]

Fig. 10. Mensaje desencriptado por Poderosos
No sucedié lo mismo con el equipo de “frijolitos” como se ilustra en
la Fig. 11

karen danielaleon gomez  Nicol Dayana Cruz Castillo Alex Lopez Tovar
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yim) 2016 260 | 1283 | 2147 | 281 221930 1291715282316 36112
k 1 126 | 1283 | 2147 | 122
u 1283 1681 | 1283 | 2147 | 111

1506 | 1283 | 2147 | 228
1581 | 1283 | 2147 | 112
1501 | 1283 | 2147 | on2
1089 | 1283 | 2147 | 252
1559 | 1283 | 2147 | 419
959 | 1283 | 2147 | 301
1352 | 1283 | 2147 | 129
1539 | 1283 | 27 | 11
2055 | 1283 | 2147 | 528
599 | 1283 | 2147 | 231
1316 | 1283 | 2147 | 636
1581 | 1283 | 2147 | 112
1213 | 1283 | 2147 4

Fig. 11. Mensaje desencriptado por Frijolitos

La dificultad con dos de las letras que hacian parte del mensaje y
no fueron desencriptadas correctamente fue producto de un codigo
mal desencriptado en el programa
https://www.wolframalpha.com/ por un mal acceso que se
hizo de los datos de la clave publica, situacion presentada
por distraccion.

Finalmente, el grupo de “contentos” desencripto de
forma correcta su mensaje como se evidencia en la

Fig. 12

utk)
g o o 0 T 713{ esn\ 2| 56
25| 569) 713 29|
49| 569) 713 15)
& 569) 713 16|
294] 569] 713] 15| [29[ 15[ 6] 15| 23 19 36] 24] 25| 11] 13] 15| 26
551] 569) 713] 2| E L 1z o A Cc E P
452] 569) 713] 19] M_E N O s
o6 565) 73] 34 [ 3o = 2] = 5 2 = =
208] 569) 713 2|
36 569) 713] 23] YENY MOSQUERA, LAURA UMARNA, NICOLE RODRIGEZ, JUAN PABLO CRUZ
513 569) 713] 11]
a4g] 569) 713] 13]
49| 569] 713 15]
347] 569) 713 26|
557] 569 713 30)
94| 569 713] 15)
325| 569) 713] 2|
368 569] 713 e HAPPY HAPPY
94| 569) 713 15|
208 569 713 2|
30 569 713] 2|
25| 569) 713]

Fig. 12. Mensaje Desencriptado por contentos

Se les pegunto a los estudiantes cual era su percepcion con
referencia a la actividad adelantada y algunas de las respuestas se
relacionan en las Fig. 13, 14y 15

Nicole Rodriguez

Juan Pablo Cruz
Yeny Mosquera

Laura Umafia

Nos encantd la actividad, fue una experiencia nueva y agradable para todos
nosotros. Compartir ese tiempo con nuestra profesora y compafieros fue muy
valioso. Descubrimos lo increible que puede ser una pagina y las posibilidades que
ofrece al combinar nimeros. Antes, no teniamos ni idea de todas las cosas que se
pueden hacer con ella. Fue una revelacién para nosotros y ahora apreciamos
mucho mds su potencial |

Figura 13. Percepcion del grupo “Contentos”
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Fig. 14. Percepmon del grupo Frijolitos

Juan David Leal

Buenas tardes, por la presente comuniceo la opinién de mi grupo respecto a la actividad
cursada de criptoaritmetica, nuestra opinion como grupo confirma lo valioso que puede
llegar a tener una actividad de este caracter en el ambito de nuestra carrera, dejando esto
de lado la actividad es bastante divertida y entretenida, muchas gracias profesora por esta
misma, feliz tarde.

Fig. 15. Percepcion del grupo “los poderosos”

Como se observa los estudiantes refieren que la tematica
resulta relevante para su formacion profesional y en general
se evidencia que encuentran sentido a los aprendizajes de
su primer curso de matematicas no solo en el ambito
académico, sino que adicionalmente fortalece el liderazgo y
trabajo en equipo frente a la busqueda de soluciones.
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VI. CONCLUSIONES

Teniendo en cuenta la actividad de aprendizaje adelantada
con el cifrado y descifrado de la clave publica y la
criptografia con los estudiantes de primer semestre de
comercio internacional que cursan matematicas | podemos
concluir que:

Al participar en actividades practicas de cifrado y
descifrado de la clave publica, los estudiantes pueden
obtener una comprension profunda de los fundamentos
criptograficos, como la criptografia asimétrica y el
intercambio seguro de claves, entendiendo asi, como
funcionan los algoritmos criptograficos y cémo se aplican en
el ambito del comercio internacional.

De igual forma se hacen conscientes de la importancia
de la seguridad de la informacién y aprenden a proteger la
confidencialidad, integridad y autenticidad de los datos en
las transacciones comerciales, lo cual es esencial para
mantener la confianza de los clientes y la reputacion de las
empresas.

Las actividades de cifrado y descifrado de la clave
publica requieren sélidos conocimientos matematicos, como
la aritmética modular y la teoria de numeros. Al aplicar
estos conceptos en situaciones practicas, los estudiantes
fortalecen sus habilidades mateméticas y analiticas, lo que
les resultara util en futuros cursos.

Los estudiantes desarrollan habilidades de pensamiento
critco al analizar y evaluar diferentes enfoques
criptograficos, asi como al encontrar soluciones eficientes y
seguras. Estas habilidades son valiosas en el comercio
internacional, donde la toma de decisiones informadas y la
resolucidn de problemas son fundamentales.

Finalmente, a través de este tipo de actividades los
estudiantes tienen la oportunidad de concientizarse del
desarrollo de habilidades como el liderazgo y trabajo en
equipo como parte fundamental en sus procesos de
formacion profesional.
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programacion mediante la conjetura de
Collatz
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Abstract— The article presented below focuses
its discourse on the implementation of an
interdisciplinary classroom project in the
subjects’ mathematical competencies and
programming |, both in the first semester of a
Systems Engineering program in the city of
Barranquilla, Colombia. The main objective of the
research was to articulate a mathematics subject
with programming, through the development of a
computer application that counted the number of
iterations when using the 3n+1 algorithm, to
generate learning through problem-based learning
in the mentioned areas. Methodology: the
research was developed as a qualitative
exploratory study, using the data triangulation
technique. Results: students designed resources
in which it is possible to know the number of
iterations to reach one wusing the Collatz
conjecture, in some cases they used methods not
seen in classes because of their research in
different sources. Conclusions: the classroom
project based on problem-based learning proved
to be beneficial for the students, because they
were able to explore different ways of looking at
mathematics, in this case, the possibility of
learning it algorithmically, which strengthened
their computational thinking, necessary in their
training as systems engineers.

keywords— Collatz conjecture, mathematics,
programming, problem-based learning.

Resumen— el articulo
continuacion centra su discurso en la
implementacion de un proyecto de aula
interdisciplinar en las asignaturas competencias
matematicas y programacion | ambas de primer
semestre en un programa de Ingenieria de
Sistemas en la ciudad de Barranquilla, Colombia.
El objetivo principal de la investigacion fue el de
articular un tema de mateméticas con la
programacién, mediante el desarrollo de un
aplicativo informatico que contara el numero de
iteraciones al usar el algoritmo 3n+1, para generar
aprendizajes mediante el aprendizaje basado en
problemas en las areas mencionadas.
Metodologia: la investigaciéon fue desarrollada
como estudio exploratorio de corte cualitativo,
mediante la técnica de triangulacién de datos.
Resultados: los estudiantes disefiaron recursos

presentado a

en los cuales es posible conocer el niumero de
iteraciones para llegar a uno usando la conjetura
de Collatz, en algunos casos emplearon métodos
no vistos en clases resultado de su indagacion en
diversas fuentes. Conclusiones: el proyecto de
aula basado en el aprendizaje basado en
problemas mostr6 ser beneficioso para los
estudiantes, debido a que lograron explorar
diversas maneras de ver las matemaéticas, en este
caso, la posibilidad de aprenderlas
algoritmicamente, lo cual fortalecio su
pensamiento computacional, necesario en su
formacion como ingenieros de sistemas.

Palabras clave— conjetura de Collatz,
matematicas, programacién, aprendizaje basado
en problemas.

. INTRODUCCION

Desde principios del siglo XX en el contexto
colombiano, las ciencias matematicas han tenido un
papel preponderante en la formacion de los
ingenieros, sin embargo, en estudios recientes sobre
desercion universitaria hechos por la Asociacion
Colombiana de Facultades de Ingenieria (Acofi) han
encontrado que el numero de asignaturas
relacionadas con las mateméticas es un factor
determinante para la escogencia y/o continuidad en
los programas de ingenieria.

Una de las posibles causas es la falta de
conexiones entre las matematicas y ciencias
evidentes tanto en curriculo como en el desarrollo de
cursos de célculo, algebra lineal entre otros.

Debido a lo anterior se propuso la implementacion
de proyectos de aulas interdisciplinarios que se
enfocaran en la conexién entre las matematicas y
otras areas: Es asi que nace el proyecto “Collatz” en
el programa de Ingenieria de Sistemas en una
Institucion de Educacién Superior (IES) de la ciudad
de Barranquilla.

Para este fin, los docentes de matematicas y
programacion escogieron el tema de la conjetura de
Collatz, en primera instancia por su historia, segundo
porque aln no se ha podido demostrar si se cumple
para cualquier numero que cumpla las condiciones y
en tercer lugar por que se constituyo en un ejemplo



de como la computacién ayuda a resolver problemas
propios de las matematicas.

Pero ¢ Qué es la conjetura de Collatz?

En comunicacién personal, Bernardo Recaman
destaca las palabras de Paul Erdds “quiza la
humanidad adn no esta preparada paran entenderla”
en confirmacién de lo complejo que ha sido abordar
esta conjetura, la cual ha sido conocida con muchos
nombres, de Kakutani, problema de Siracusa y
problema de Ulam.

De acuerdo, con [1], la historia sobre esta funcién
aritmética tiene tres momentos claves.

- Décadas que va entre 1920 y 1930, circulo en
diversos ambitos académicos representar
diversos tipos de funciones aritméticas
iterativas mediante grafos, en esto trabajaron
los matematicos Lothar Collatz, Edmund
Landau, Fritzvon Lettenmeyer, Oskar Perron e
Issai Schuren

- Década de 1950, donde se dice que Collatz
hizo circular el problema, en el Congreso
Internacional de Matematicas realizado en
Cambridge.

- Décadas de 1960 y 1970 donde comienza su
divulgacion en publicaciones como las de
Martin Garnerd, tomando relevancia hasta la
fecha.

En el siglo XXI se ha hecho uso de las capacidades
propias de los computadores para establecer la
certeza de la conjetura, sin encontrar una respuesta
hasta el momento.

Por otro lado, J. C. Lagarias [2] define que el
problema 3x + 1 se refiere a la iteracion del mapa T :
Z — Z dado por

3u+1
2

it r=1 (mod 2).
T(r) =
it =0 (mod 2).

b | &

El problema 3x + 1 se plantea de forma mas
sencilla en términos de la funcidon de Collatz C(x)
definida en enteros como "multiplicar por tres y sumar
uno" para enteros impares y "dividir por dos" para
enteros pares. Es decir,

3r+1 ifx=1 (mod 2),
C(x) =
it =0 (mod 2) .

Lo =

El proyecto de aula interdisciplinar entre
matematicas y programacion |, consistio disefiar un
programa en el lenguaje Java o C++ para compro

bar que iterando la funcién C(x) se llega a el
ndmero 1, en particular, establecer la cantidad de
iteraciones necesarias hasta alcanzar como resultado
el uno.

IIl. METOLOGIA

Conforme al objetivo planteado para efectos de la
implementacion del proyecto de aula, el enfoque
metodologico utilizado fue cualitativo; a través del
cual se producen datos descriptivos detallados sobre
interacciones, conductas observables, eventos, entre
otros. Fundamentado desde la  perspectiva
interpretativa, desarrollada mediante la captacién de
informacién [3]. El método cualitativo permite explorar
un escenario en un contexto determinado en donde
convergen las “realidades” de quienes participan del
proceso investigativo, de alli su caracter holistico.

El disefio seleccionado es el estudio
exploratorio. Debido a que uno de los propésitos es la
obtencién de informacion sobre el objeto de estudio,
por medio de andlisis de los procedimientos de la
problematica de los fendmenos investigativos.

Para [4], un buen disefio integra una teoria que
sirve como modelo general para la investigacion, y su
recuperaciéon e interpretacion de datos. En esta
ocasion, la teoria que soporta y da sentido a la
investigacion, es la teoria de las situaciones
didacticas para la evaluacion de los recursos
didacticos utilizados orientados al aprendizaje de
mateméticas de estudiantes del programa de
ingenieria industrial de una institucion privada que
ofrece sus servicios educativos en modalidad virtual.

A. Poblacién y muestra

La muestra estuvo conformada por un total de 30
estudiantes del programa de ingenieria de sistemas
que aceptaron la invitaciébn para hacer parte del
estudio, estos alumnos pertenecian al primer
semestre y todos coincidian con los mismos
profesores tanto para mateméticas como para
programacion, esta muestra fue seleccionada por
conveniencia tomando como criterio la programacion
del horario de forma tal que se dieran coincidencias
en los espacios en los cuales desarrollaban su
actividad estudiantil.

Metodolégicamente se dividio en tres etapas:

- Explicacion del tema en la clase de
matematicas, haciendo uso para esto de la
estrategia de aula invertida [5]

- Trabajo de laboratorio, momento en el cual los
estudiantes con el apoyo de la profesora de
programacion |, experimentaban e identificaban
las herramientas con las cuales podian disefiar
su prototipo de programa.

- Socializacion, en este espacio los estudiantes
presentaban a sus compafieros y profesores
los diferentes programas y el funcionamiento
de cada uno de ellos, respondiendo a las
preguntas e inquietudes por parte de los
asistentes.

B. Técnicas e instrumentos de recolecciéon de
datos



Los instrumentos y técnicas usados para la
recoleccion de datos fueron entrevistas
semiestructuradas, la observacion no participante, el
analisis documental y la rdbrica para evaluar el
prototipo del aplicativo informatico. Sumado a lo
anterior, se disefid una matriz de contraste en la cual
se consignaron los resultados de cada uno de los
instrumentos.

C. Técnicas de andlisis de datos

Se utilizé para analizar los datos la triangulacion de
datos, desde la perspectiva de Denzin (1990), quien
la presenta como la aplicacion y combinacién de
diversas metodologias de la investigaciébn en el
analisis de un mismo fenémeno, por su parte [4]
establece que “al hecho de utilizar diferentes fuentes
y métodos de recoleccion, se le denomina
triangulacion de datos” (p.439).

En el marco de una investigacion cualitativa, la
triangulacién comprende el uso de varias estrategias
al estudiar un mismo fenbmeno, empleando varios
métodos (entrevistas individuales, grupos focales o
talleres investigativos) ademas la misma autora
comenta que el arte de este tipo de triangulacién
consiste en dilucidar las diferentes partes
complementarias de la totalidad del fenémeno y
analizar por qué los distintos métodos arrojan
diferentes resultados.

Ill. RESULTADOS

A continuacion, se presentan los resultados mas
destacados de la implementacién del proyecto de
aula interdisciplinar “Collatz”

De acuerdo con lo presentado en el apartado de
metodologia, se lograron conformas 10 grupos de tres
estudiantes cada uno.

Los grupos presentaron en primer lugar un
pequefio resumen historico sobre el problema de
Collatz, incluyendo video como el de Séanchez de
Cabezén donde se plantea que buscar solucién a
este problema es indtil y no sirve para nada, sin
embargo, lo estudiantes en su gran mayoria
controvirtieron esta afirmacion, argumentando que
ellos si le habias sacado provecho y que les permitié
aprender cosas mas alla de las vistas en clases,
valoraron el hecho que se sintieron desafiados y
exigidos.

En consecuencia, presentaron diversos prototipos
gue podemos clasificar en dos tipos, los que lograron
contar el nimero de iteraciones y los que aportaron
algo adicional a conteo, ejemplo de ambos se
muestran a continuacion:

- Programas tipo A
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Figura 1. Captura programa 1
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Figura 2. Captura programa 2.
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Figura 3. Captura programa 3.

En los programas tipo A, figuras 1 a la 3, se
encuentran todos aquellos aplicativos que cumplen
con el requisito de hacer un conteo del nimero de
iteraciones, resaltando que todos llegan a 4,2,1 al
final.

Evidencian como varian cantidades de iteraciones y
que estan no tienen un patron definido, presentan
todos los numeros resultantes de la implementacion
de C(x).

- Programas tipo B
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Figura 4. Captura programa 4
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Los aplicativos tipo B, figuras 4 a la 8, son aquellos
que ademéas de cumplir con el requerimiento,
sumaron una rutina adicional como verificar si la
cantidad el cardinal del conjunto de resultados era
cuadrado, de ser asi se propusieron a construir un
matriz y finalmente determinar su determinante.

Los estudiantes que realizaron lo mencionado
anteriormente, tenian una caracteristica en coman, el
gusto por resolver problemas matematicos, en las

clases eran inquietos con las preguntas y siempre
exigian a la profesora de programacién una mayor
exigencia con las actividades en las clases. Pedian
retos mas fuertes para las tareas, por lo cual, durante
el desarrollo del proyecto de aula, indagaron que mas
podian hacer y que cosas no se habian considerado
en las diversas formas de probar la conjetura de
Collatz.

IV. CONCLUSIONES

En este aparte de las conclusiones se abordara una
breve discusion de los resultados, sumado a una
revision de elementos destacables de la experiencia.

Inicialmente es importante destacar, la relevancia
de llevar a cabo procesos de caracterizacion de los
estudiantes que ingresan a las IES, considerando las
dificultades que los estudiantes tuvieron en el
momento del desarrollo de la actividad, pudo notarse
que varios no tenian claridades en las operaciones,
sin embargo, lograron superar esto y desarrollaron
prototipos que respondian a lo solicitado.

Por otro lado, los estudiantes avanzaron mas
cuando se les logr6 mostrar la importancia de
entender los problemas y establecer una estrategia
para poder resolverlos, hecho que sirvié de recurso
en la asignatura de programacion.

Sumado a lo anterior, este proyecto de aula
propuesto a mediados del curso mostré ser eficaz en
la generacién de una serie de resultados susceptibles
de ser analizados desde la 6ptica de la pertinencia de
proponer temas interdisciplinarios desde el primer dia
de clases.

En contraste, se presentaron problemas que
pudieron incidir en los resultados cémo el hecho que
los estudiantes no tenian permiso para trabajar en las
§alas de sistemas para adelantar el proyecto en horas
pres, de igual forma, muchos de ellos no tenian
omputadores en su casa para poder continuar con
us ideas de solucion.

Finalmente, fue posible notar cémo existen
iferentes historias de la conjetura de Collatz, desde
s que tienen evidencias cientificas hasta aquellas
ue se quedan en la mera especulacion.

Al respecto, es importante destacar un aporte
dicional del trabajo realizado, en cuanto al desarrollo
e una lectura critica de la informacion proveniente de
a red mundial de la informacion, en algunos de los
estudiantes surgi6 la idea de poder llevar a cabo el
disefio de una herramienta que identifique
informacion falsa o resultado de una fuente poco
confiable.

A manera de colofdn, la estrategia del aprendizaje
basado en problemas, mostré ser un recurso valioso
con la cual los estudiantes pueden poner en préactica
muchas ideas para resolver situaciones, promoviendo
asi una mirada experimental de las matemaéticas, en
esta ocasion de la mano de los computadores y el



pensamiento algoritmico como base para fortalecer
sus aprendizajes.
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Modelacion geomeétrica y las matematicas
discretas en un contexto escolar auténtico

Luz Marina Fonseca Vizcaya*
*Universidad Antonio Narifo, Ifonseca@uan.edu.co

Abstract— Graph theory is not part of the content of the
Colombian curriculum, but it contributes significantly to the
processes of mathematical education, in this case to
reasoning, modeling and problem solving. Discrete
mathematics, on the other hand, favors abilities of intuition,
comprehension, and reasoning, which given the two cases
contribute in a relevant way to the development of
mathematical thought.

With the aim of improving the students' learning and
developing skills for knowledge construction, it is considered
an opportunity to model geometrically concepts of graph
theory through challenging problems in an authentic real extra-
mathematical context. It also analyzes the meaning that can be
given under the understanding and approximation of
mathematical knowledge attracted by the experience and
previous knowledge of students in secondary basic education
(Sense Making).

Although students do not have prior knowledge of graph
theory, it is not considered a prerequisite for working on graph
theory, on the contrary, there is an opportunity to train in
graph theory, in a motivational and dynamic way. due to the
development of problems in a context that provides visual
mediators and places already known (real) by students.

This study is carried out with schoolchildren between the
ages of 13 and 15 in the eighth grade of basic secondary
school in a public institution, through a qualitative
methodology.

In this sense, it is evident that graph theory and geometric
modeling have a close relationship, which can strengthen
challenging problem-solving skills in authentic real contexts,
where skills are favored in the heuristic processes
fundamental to the mathematical education and learning of the
students.

keywords— Graph theory, geometric modeling skills,
problem solving, authentic context.

Resumen— La teoria de grafos no hace parte del contenido
del curriculo colombiano, sin embargo, aporta
significativamente a los procesos de la educacion matemaética,
en este caso al razonamiento, el modelado y la resolucién de
problemas. Por su parte, la matematica discreta favorece
habilidades de intuicion, comprension y el razonamiento, que
dado los dos casos tributan de manera relevante al desarrollo
del pensamiento matematico.

Con el objetivo de mejorar de manera optima los
aprendizajes de los estudiantes y desarrollar habilidades para
la construccién de conocimiento, se considera una
oportunidad modelar geométricamente conceptos de la teoria
de grafos a través de problemas retadores en un contexto
extra-matematico real autentico. Ademas de analizar el sentido
que puede darse bajo la compresion y la aproximacion del
conocimiento matemético atraidos por la experiencia y los
conocimientos previos de los estudiantes de la educacién
béasica secundaria (Sense Making).

Aunque los estudiantes no tienen conocimientos previos
sobre teoria de grafos, no se considera como un prerrequisito
para trabajar dicha teoria, por el contrario, se da una
oportunidad para formarse en ella, de manera motivadora y
dindmica, debido al desarrollo de problemas en un contexto
que brinda mediadores visuales y lugares ya conocidos
(reales) por los estudiantes.

Este estudio se desarrolla con escolares de edades entre
los 13 y 15 afios del grado octavo de la basica secundaria en

una institucion pdublica, por
cualitativa.

En esta medida, se evidencia que la teoria de grafos y la
modelacién geométrica tienen una relacion estrecha, que
puede fortalecer las habilidades de resoluciéon de problemas,
donde se favorecen destrezas en los procesos heuristicos
fundamentales en la educacion matematicas y el aprendizaje
de los escolares.

medio de una metodologia

Palabras clave— 4, Teoria de grafos, habilidades de
modelado geomeétrico, resolucion de problemas, contexto
auténtico.

|. INTRODUCCION

| abordaje en la escuela de situaciones problémicas

centradas en el mundo real es un procedimiento vital

para la proximidad al conocimiento matematico y una
oportunidad para poner en practica todo lo aprendido. Uno
de los procesos que lo dinamiza es la resolucion de
problemas retadores, apoyados indudablemente por la
modelacion.

Existe una conexién esencial entre la resolucion de
problemas, la aplicabilidad y la modelacion. El modelado
apunta a relacionar el mundo real y las matematicas,
desarrollando en los estudiantes potencialidades en su
pensamiento. Por otro lado, propiciar espacios en el aula
para modelar, concede a los estudiantes desarrollar
destrezas de prediccion, explicacion y dar solucion a
situaciones en un contexto autentico y natural.

El presente estudio contribuye al desarrollo del
pensamiento matemético a través de actividades que usan
la modelacion geométrica en la resolucion de problemas
retadores, con estudiantes de secundaria. La
implementacion propicia el desarrollo habilidades para la
resolucion de problemas en un contexto extra-matematico.

Un proceso de ensefianza y aprendizaje de la
matematica, donde se considere la resolucion de
problemas, a través de la modelacion geométrica, requiere
de una metodologia que integre los dos procesos en toda
actividad matematica. Esta integracion permite el desarrollo
oportuno y adecuado del saber matematico, donde se
fortalece el aprendizaje significativo y el interés por el
conocimiento en los estudiantes.

En aras de lograr 6ptimos aprendizajes para un mejor
desempefio, se hace necesario que los estudiantes
muestren dominio en la resolucién de problemas, apoyados
en el proceso de la modelacién geométrica. Segin Rico
(2005) citado por Recio (2006), el modelado “...permite la
puesta en juego en situaciones usuales de la vida cotidiana,
donde se involucran las matematicas” (Recio,2007).

Se presenta una practica desarrollada con estudiantes de
secundaria con miras a llevar a cabo procesos de
modelacion geométrica vinculada con la teoria de grafos,
con la idea de favorecer la construccion y el sentido de
conceptos a través de la resolucién de problemas extra-
matematico en un contexto autentico. Con una metodologia
cualitativa se hace un andlisis riguroso acerca de los
alcance y oportunidades de mejora, en relaciéon con la



resolucion de problemas, la matematica discreta y la
construccién de conceptos la teoria de grafos.

[l. ASPECTOS EN MODELACION GEOMETRICA

Reconociendo que la modelacion geométrica es
intrinseca a la modelacion matematica, se abordan algunas
definiciones dadas por autores que han involucrado la
modelacion geométrica en la practica educativa. Alsina
(2008) la concibe como una construccion de un modelo con
elementos geométricos en base a una situacion real. Para
Zapata, Cano, & Villa (2017) el modelado en geometria
“puede considerarse como un proceso en el cual, el
conocimiento de la geometria se utiliza para representar
objetos de la realidad” (Zapata et al., 2017).

En el caso de Herbst & Boileau (2018) reconocen la
modelacion geométrica como “La representacion de
experiencias con el espacio y la forma, utlizando un
sistema semiético que ofrece sus propios mecanismos para
hacer inferencias” (Herbst & Boileau,2018). En este estudio
se reconoce como la modelacién geométrica se establece
como: un proceso intencional de representacion, donde se
utilizan conocimientos y recursos para llevar a cabo el
andlisis, formulacion y elaboracion de un modelo, el cual,
brinda elementos para hacer inferencias, que favorecen la
solucién de un problema en un contexto geométrico.

El proceso de modelacion geométrica que se trabaja en
este estudio tiene relacion con un campo de modelado
extra-matematico, de forma intencional. En este caso, los
estudiantes hacen uso de sus habilidades y conocimientos
geomeétricos, para abordar un problema retador, con el
propdsito de vincular situaciones cercanas que apoyen el
aprendizaje.

Considerando los resultados investigativos de Bliss y
Libertini (2020), Stillman (2015) y Niss, Blum & Galbraith
(2007) el modelado es el medio para relacionar la
matematica y la realidad, y despertar el interés en el
estudiante por conocer temas matematicos en un contexto
especifico. De este modo, la modelacion puede ser vista
como una forma mediadora entre la enseflanza y
aprendizaje de las matematicas en la escuela.

Por otra parte, la modelacion puede ser desarrollada en
el aula a través de ciclos que favorecen la cognicion,
aunque no deben desvincularse con las metacognitivas.
Para este estudio se hace una apropiacion de los ciclos
simplificados por Brown y Stillman 2016.

Real world
mathematical problem

//1. Simpnficm\

2. Matematizar
Interpretar
validar

Messy real
world situation

Mathematical

Revise model or solution

Accept solution 3.

// \4-

/ \

Real world meaning
of solution

Fig. 1: Ciclos del modelado simplificado de Brown y Stillman
(2016)

En este sentido, se reconoce que el modelado es
importante para el proceso de ensefianza y aprendizaje de

la matematica en la escuela, debido a sus conexiones con
la realidad, pues segun Bliss y Libertini (2020) permite:

— “Usar el lenguaje de las matematicas para cuantificar
fendmenos del mundo real y analizar comportamientos.

— Usar las matematicas para explorar y desarrollar
nuestro entendimiento de los problemas del mundo real.

— Usar un proceso iterativo para la resolucion de
problemas, en el cual las matematicas son utilizadas para
investigar y desarrollar un entendimiento mas profundo”

A. El desarrollo del pensamiento matematico y la
resolucion de problemas retadores.

El desarrollo del pensamiento matematico ha tomado
interés en toda la comunidad académica, que busca sin
duda, un avance en el desarrollo de competencias
matematicas en los individuos. Se puede entender el
pensamiento matematico, como “la capacidad que tiene un
individuo para resolver diversas situaciones que involucran
el dominio de un campo especifico, como el de las
habilidades de abstraccion, validacion empirica e inferencia
I6gica” Abascal et al. (2015).

En este sentido, Sfard (1991) desde la perspectiva
biolégica explica que desarrollar las habilidades para
aprender matematicas, implica un esfuerzo continuo. Este
trabajo vincula procesos celébrales simples, como la
atencion, la memorizacibn o procesos mentales mas
complejos como organizar ideas, comparar, analizar,
razonar, generalizar, seguir pasos, asumir reglas y tomar
decisiones.

Por su parte, para Schoenfeld (2016) aprender a pensar
matematicamente tiene dos tipos de significados: el primero
hace relacién al punto de vista matemético, a la valoracion
que debe darse a los procesos de matematizacion,
abstraccion y habilidad para aplicarlos. El segundo aborda
el desarrollo de competencias para usar herramientas con
el objetivo de comprender, ambos tipos se dirigen a la
creacion de sentido matematico, para percibir y usar las
matematicas de manera significativa. Es asi como ‘el
conocimiento matematico de uno es el conjunto de hechos
y procedimientos matematicos que uno puede usar de
manera confiable y correcta. Es asi como “el conocimiento
matematico de uno es el conjunto de hechos vy
procedimientos matematicos que uno puede usar de
manera confiable y correcta” (Schoenfeld,2016).

La resoluciébn de problemas ha fortalecido con el
transcurso de los afios el proceso de ensefianza y
aprendizaje de la matemética en el aula, convirtiéndose en
una metodologia de trabajo en varios paises del mundo. En
este sentido, para Stanic y Kilpatrick (1988) los problemas
han ocupado un lugar fundamental en el -curriculo
matematico en la escuela, aunque los términos “problema”
y “resolucién de problemas” se ha asumido con diversos
significados. Entre estos, los autores sefialan los siguientes:

— “Resolver problemas como contexto: como justificacion
para ensefiar matematicas, para proveer motivacion, como
actividad recreativa, para desarrollar habilidades y como
practica.

— Resolver problemas como habilidad.
— Resolver problemas para hacer matematicas” (Vilanova,
2001).

Para Diaz y Poblete (2001) la resolucion de problemas
acerca las matematicas a situaciones cotidianas en
diversos contextos y muestra el control intelectual que un
estudiante puede aplicar en cada situacion, recurriendo a la
busqueda e intuicion, apoyandose en todos sus
conocimientos y experiencias para llegar a una solucién.



Ademas, se requiere de voluntad, necesidad, motivacion y
que sea reconocido como un desafio personal
(Blanco,1993).

De Guzman (1993) expone algunas razones, por la
cuales considera importante la resolucion de problemas,
entre ellas se tienen la autonomia, el aporte que ofrece a
los procesos efectivos de adaptacién a los cambios de la
ciencia y la cultura, el trabajo autorregulador y creativo.
Ademés, mantiene un valor universal no limitado al mundo
de las matematicas. En este sentido, “los habitos mentales
de resoluciéon de problemas preparan a las personas para
problemas reales, situaciones que requieren esfuerzo y
pensamiento” (Rigelman, 2007).

Cabe sefialar que, la resolucion de problemas es un acto
indispensable para la vida y parte integral del pensamiento
matematico. De esta manera, la practica de problemas
matematicos permite desarrollar estrategias de solucion
coherente, ademas favorece la aplicacion a contextos intra-
matematicos y extra-matematico que conllevan al desarrollo
del pensamiento. De modo que “...] el pensamiento
matematico en si es un proceso que pertenece a una
persona que realiza actividades de pensamiento dentro o
fuera de las matematicas” (Delima, 2017).

Por su parte, Ersoy (2012) sostiene que el desarrollo del
pensamiento matematico comienza cuando un individuo
trata de resolver problemas, correlacionando conceptos
para llegar a una solucién. En este proceso, interviene de
manera asertiva, la seleccion de estrategias, la experiencia
del estudiante y su conocimiento matematico. Por lo tanto,
“la competencia en el uso de estrategias apropiadas de
resoluciéon de problemas refleja los grados de competencia
del rendimiento de los estudiantes en mateméticas”
(Cai,2003).

Cabe sefialar que, si los docentes eligen solicitamente
problemas donde es necesario que los estudiantes hagan
participe su pensamiento matematico y la resolucion de
problemas, apoyandose en preguntas heuristicas,
fomentando la reflexion y la creacion de sentido, los
estudiantes reciben retribuciones significativas para
comprender la matemética y alcanzar unos altos
desempefios. Hacia estas ideas se dirige la presente
investigacion haciendo uso de la modelacion geométrica en
la resolucién de problemas retadores, para contribuir al
desarrollo del pensamiento matematico. De ahi que, “el
pensamiento matematico es una forma ordinaria de pensar
y resolver problemas que juega un papel especialmente
importante en las matematicas” (Watson, 2001).

B. La modelacion geométrica y el Sense Making

En diversos campos y abordado por diversos autores ha
venido emergiendo el Sense Making, tanto en las
organizaciones, la comunicacion, la educacion, entre otras.
Es importante destacar que en la educacion matematica ha
ganado gran relacion con el modelado matematico y la
investigacion.

Por su parte, Ancona (2012) concibe el Sense Making
como creacion de sentido que implica la construccion de
entendimientos y significados plausibles, siendo una
actividad muy util que requiere moverse entre la heuristica y
la generalizacion. De esta manera, crear sentido puede
verse como un proceso, en el cual una persona da sentido
a su experiencia y le permite alcanzar conocimientos de
una disciplina.

Para Odden & Russ (2019) el Sense Making en la
educacion permite a los estudiantes enmarcar su actividad
como una creacion de sentido, viendo su tarea como la
construccidon de nuevos saberes hacia algo desconocido,

ademas les permite descubrir nuevas oportunidades de
aprendizaje utilizando su ideas, intuiciones y experiencias
propias.

El uso actual del término Sense Making en la educacién
matematica se dirige a desarrollar compresion de una
situacion, contexto o significado a partir de los
conocimientos ya construidos. “En cuanto al modelado
matematico esta creacion de sentido puede presentarse en
el contexto de una tarea o aplicacion, dandole sentido a una
situacion del mundo real”.

En relacion, Odden & Russ (2019) manifiesta que la
creacién de sentido y el modelado tienen un mismo
propésito construir nuevos conocimientos y la comunicacion
de nuevas ideas.

C. Lateoria de grafos y la escuela secundaria

El proceso de ensefianza y aprendizaje de la teoria de
grafos ha tomado un papel preponderante en la escuela
secundaria, a pesar de que en varios paises no pertenece
al curriculo para ese nivel educativo, se ha venido
considerando como base importante para el desarrollo del
pensamiento de los estudiantes.

Diversas investigaciones permean la importancia y la
motivacion que puede llegar a generar en los estudiantes
los elementos de dicha teoria, ademas de ser un escenario
apropiado que permite integrar procesos matematicos como
la resolucion de problemas y la modelacion (Vanegas et al,
2013). De esta manera los grafos son representaciones
significativas para modelar diversas situaciones en
problemas retadores en contextos auténticos o simulados.
Por lo cual, la teoria de grafos es una valiosa herramienta
de modelado matematico (Smithers,2005)

En este sentido, construir modelos y solucionar
problemas desarrollan habilidades relevantes para el
desarrollo del pensamiento matematico, debido a que
favorece el razonamiento abstracto, permitiendo que los
estudiantes vinculen los conocimientos informales y los
formales de la matematica, de tal manera que apoya a una
mejor disposicion para el aprendizaje y avance en sus
niveles de desempefio (Braicovich, et al, 2008).

La teoria de grafos establece conexiones fuertes con la
geometria (Vanegas et al, 2013). Actualmente es el campo
que ha comenzado a hacer tendencia transformadora en
la educacion matemética. Por tanto, la teoria de grafos
puede ser desarrollada en la escuela secundaria, dado que
no requiere de conocimientos anticipados, pero que Si
desarrolla estrategias que favorece la resolucion de
problemas (Nouche, 2008).

De manera intrinseca se han venido usando grafos en
diversas asignaturas escolares de manera intuitiva
(Lessner,2011). Dado el caso de la quimica organica en
los dibujos de estructura moleculares, en la genética, la
taxonomia por medio de &rboles, siendo el caso del &rbol
genealdgico, muy trabajado de hecho en la educacion
primaria y secundaria entre otros. Cabe anotar que seria
muy relevante trabajar la teoria de grafos como actividad
unificadora y una desafiante la formacion teorica.

Ill. PREGUNTA DE INVESTIGACION

Puede considerarse que la teoria de grafos es apropiada
para desarrollar problemas que pueden darse en un
contexto autentico, ademas de no requerir en este sentido
saberes previos muy elaborados o profundos con respecto
al tema, pero si puede vincular otros saberes construidos
que facilitan comprender esta teoria.



Por su parte, la teoria de grafos no se trabaja en la
escuela secundaria, pero sin embargo puede brindar
oportunidades de aprendizaje y de desarrollo del
pensamiento matematico, debido a que desarrolla

habilidades vinculadas al desarrollo de problemas
retadores.
En este estudio se pretende construir conceptos,

haciendo uso de la modelacion geométrica a partir de
problemas retadores, que vinculan la teoria de grafos. En
este sentido, se propone la siguiente pregunta para estudiar
los avances y resultados que dan respuesta a la misma
¢ Como los estudiantes por medio del modelado geométrico
pueden construir el concepto de camino y ciclo
hamiltoniano?

IV. METODO DE ESTUDIO

A. Disefio del estudio

Este estudio se desarrolla con estudiantes de secundaria,
de la Institucion Educativa Técnica Departamental Nuestra
Sefiora de la Salud (Colombia). Se fundamenta en un
paradigma y enfoque cualitativo.

Por tanto, esta centrado en los sujetos de forma integral
y completa, abarcando un proceso de indagacion inductivo,
de interaccidn con los participantes y bajo el andlisis de los
datos descriptivos recolectados, a raiz del avance de los
acontecimientos.

En relacion con el disefio se toma como eje primordial la
accion participativa, que segin Minerva (2006) es
considerada como “...un proceso de reflexién-accion-
cambio-reflexion, por y para el mejoramiento de la practica
del docente, mediante la participacién de éste, dirigido a
superar los problemas y las necesidades del aula, la
escuela y la comunidad”.

Este trabajo evidencia una planeacién organizada, en
relacion con las acciones que van a desarrollar los
participantes, cuyo objetivo es cambiar la realidad,
ofreciendo una oportunidad para mejorar y fortalecer la
construccion del saber matematico en los estudiantes que
participan, asi como, transformar y enriquecer el quehacer
del docente.

La muestra seleccionada es de caracter no probabilistica
por conveniencia, atendiendo caracteristicas especificas del
grupo, ademéas de la condescendencia y oportunidad de
acercamiento por parte de la investigadora. En este sentido,
se trabaja con 30 estudiantes del grado octavo, con edades
entre los 13 y 15 afios.

Se le presento a los estudiantes dos problemas en papel
creados por la docente, el cual contiene orientaciones
especificas para centrarlos en la tarea. Por otra parte, se
hace la presentacion de la actividad, abordando el objetivo
a alcanzar y las disposiciones generales con respecto a las
dindmicas de la clase, ademés de destacar la importancia
de trabajar problemas retadores, asi como el trabajo en
equipo (tres estudiantes) organizados de manera aleatoria.

Se inicia el desarrollo de la actividad propuesta
acercando al estudiante al tema y al contexto en el que
ubica la actividad, mostrando el mapa general del municipio
y ubicando lugares.

Brigada de vacunacién

PROBLEMA 1: En Supatd se hacen brigadas de
vacunacion a nifios menores de 10 afos. Se ha
determinado que al menos vive un nifio en una calle o
carrera del municipio, por tanto, la alcaldia dispone de un
vehiculo para transportar los insumos y la enfermera. Se
quiere vacunar 10 nifios por dia. ¢Cual seria el
desplazamiento adecuado que debe realizarse en un dia?
Ten en cuenta:

— Escoger la ruta mas corta

— Debe pasar por calles y carreras

— Puede empezar el desplazamiento en un lugar del
municipio y terminar en otro.

— El tamafio de las calles y carreras en la ilustraciéon 2
son proporcionales a los reales del mapa de Supata.

— Piensa en ¢Qué caracteristicas debe tener el
desplazamiento?, ¢qué informacién necesitas para
resolver el problema?

PROBLEMA 2: En el segundo dia de la brigada es
necesario empezar y terminar la vacunacién en el mismo
lugar, como minimo se debe vacunar 6 nifios, aunque
pueden ser mas.

¢ Cuédl seria el desplazamiento adecuado que debe
realizarse en ese dia?

Para una mayor comprension, se presenta el mapa del
municipio (ver figura 2), ademéas del mapa general de vias
con calles y carreras elaborado en un software on line para
grafos (ver figura 3), el objetivo fue presentar al estudiante
grafos sin decirselo y que en este mismo enfoque puedan
encontrar respuestas a los problemas, en esta direccion las
calles y carreras son las aristas, la interseccién de estas los
vértices, sin embargo, esto lo sabrian los estudiantes por
descubrimiento.

Q

MBhumento al campesino

Fig. 2: Mapa del municipio de Supata (Google Maps, 2022)

O®®m

O o %

| _© (12 .
@) io) (33 35}
© [12) Q@
109 @ LT ",
(59) O@,{d ©
QO

Fig. 3: Mapa de vias municipio Supata

Con respecto al problema uno se pretende que los
estudiantes puedan construir el concepto de un camino
hamiltoniano y el problema dos se quiere que los
estudiantes construyan el concepto de ciclo hamiltoniano,
para ello, debe cumplir las caracteristicas solicitadas para



alcanzar solucion a estos, aunque los estudiantes no tienen
ningln conocimiento previo sobre grafos, pueden entrarse
en el tema. Lo que se pide es la ruta mas corta, por tanto,
ellos pueden realizar la suma de los valores de las aristas
apoyandose en la figura 3.

Los datos fueron recolectados por medio de la grabacién
de voz de algunas conversaciones realizadas con los
grupos que fueron analizadas por medio de un software, las
exposiciones hechas por los estudiantes tomando uno a
uno los registros al respecto, las evidencias entregadas en
fisico que fueron revisadas minuciosamente, una bitacora
de trabajo de campo en la cual se escribi6 los hallazgos
mas relevantes y de los tiempos empleados por los
estudiantes en cada uno de los ciclos del modelado y una
encuesta escrita a estudiantes que contiene elementos
sobre la cognicion y metacognicion de los estudiantes.

V. RESULTADOS

La practica se desarrolla en dos clases de matematicas
cada una de dos horas, cada equipo construye diferentes
desplazamientos con la intension de conseguir el mas
cortos, toman diferentes carreras y calles del municipio
tratandose de ubicar en los lugares, les tomé realizar las
medidas de todas las rutas trazadas para poder llegar a la
més corta, los estudiantes tomaron ventaja del
reconocimiento de las zonas del municipio y también de
esta manera se hacian algunas ideas sobre las medidas,
otros por su parte buscaron el mapa por Google Maps para
concentrarse en las distancias de las calles y carreras. Se
pide a los grupos que elaboren un cartel con sus
respuestas, las cuales son socializadas en plenaria, en total
trabajaron 10 grupos de tres estudiantes.

Luego de terminar el trabajo con los estudiantes, se les
solicita que consulten y que determinen como podemos
llamar esos desplazamientos en matematicas, se les da la
posibilidad que en el siguiente encuentro para que puedan
decir que hallaron al respecto y asi, luego de lo trabajado
fundamenten los conceptos de camino y ciclo.

Los modelos de rutas construidos por los estudiantes son
diversos, cada equipo de trabajo toma diferentes zonas del
municipio, por lo general las mas reconocidas por ellos
dentro del municipio cerca a sus viviendas o calles y
carreras que recorren constantemente, porque esto les
permitia tener una idea global de cual podria ser la ruta mas
corta.

En este sentido cuando se trabajan contextos auténticos
que tienen conexion con los estudiantes, les permiten una
mayor visualizacion de la realidad para poder matematizar
un problema, por otra parte, este tipo de problemas
presentado al estudiante le brinda la oportunidad de aplicar
los saberes construidos a diversos contextos mostrando
oportunidades de aprendizaje muy valiosas.

Tabla 1 Categorias en la construccién de conceptos en un
modelo geométrico

solucién del problema.

Relne el alcance de establecer un ciclo
hamiltoniano que da interpretacién a la
solucion.

Ciclo

Sentido Vincula el proceso de dar sentido a su
experiencia y alcanzar conocimientos de

una disciplina.

Subgrafo Relaciona el alcance para reconocer los

subgrafos que pueden darse de un grafo.

Generalizacién | Concibe la capacidad de poder

relacionar el modelo en otros contextos.

Criterios para camino y ciclo hamiltoniano

Vértice - arista | Vincula  notaciones usadas para
reconocer el vértice de un grafo.

Medida Considera la longitud de las vias para
determinar la ruta mas corta

Pertinencia Incluye la determinacion sobre la
congruencia del grafo elaborado.

Complejidad Relaciona el alcance de la elaboracion
de un grafo que aporte a la solucién.

Camino Enlaza la capacidad de elaborar un
camino hamiltoniano que apoya a la

En la figura 4 se muestra un modelo construido por un
grupo para seleccionar la ruta mas corta, una de sus
caracteristicas relevantes es que muestra la construccion
de un grafo el cual representa un camino corto medido con
regla en centimetros, aqui los estudiantes presentan un
camino hamiltoniano, sin embargo, en comparacién con los
demas grupos no es la ruta mas corta.

Fig. 4: Modelo 1 de camino hamiltoniano

En la figura 5 los estudiantes presentan la ruta mas corta
que se puede realizar dentro del mapa del municipio y que
cumplia con las caracteristicas, sin embargo, pasaban dos
veces por la misma intersecciéon de una calle y una carrera.
En este sentido, pasan por un mismo vértice dos veces lo
cual, no les permite obtener un camino hamiltoniano, este
fue un punto importante debatido en la validacion de
modelos, varios grupos se dieron cuenta que la ruta
escogida no era la mas corta, por otro lado que se pasaban
varias veces por las intersecciones o vértices de hecho
pasaban dos veces por la misma calle o carrera (arista)
situacion que les admite darse cuenta que en esto podria
tomar mas tiempo en el desplazamiento y gastar mas
gasolina del auto.
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Fig. 5: Modelo que no es camino hamiltoniano

En la figura 6 los estudiantes no determinan la ruta mas
corta, pero tiene una caracteristica fundamental y es pasar
por todos los vértices del grafo que delimita la zona
seleccionada, lo que intentan hacer es reconocer cuales
calles y carreras son las mas cortas de todo el municipio,
sin embargo eso no fue garantia para dar la mejor solucion
al problema planteado, buscaron calles y carreras paralelas
con las mismas medidas, buscando garantizar la mejor
respuesta, por tanto los estudiantes vinculan a la
matematizacién el paralelismo que se da en un rectangulo
segln lo expresado en la exposicion realizada para
presentar los modelos.

Fig. 6: Modelo 2 de camino hamiltoniano

En la figura 7 encontramos elementos geométricos que
tiene relacion con el perimetro de la zona seleccionada y
como los estudiantes toman este concepto para aplicarlo a
un problema de matematica discreta a la hora de
matematizar. Los estudiantes construyen un ciclo
hamiltoniano, efectivamente saliendo y llegando al mismo
vértice y pasando por los vértices una sola vez, pero solo
puede vacunar un grupo pequefio de nifios en este caso, al
analizarlo al momento de la validacion se dan cuenta que
no cumple con la condicién y usarian méas gasolina y tiempo
de desplazamiento

Fig. 7: Modelo 1 de Ciclo hamiltoniano

En la figura 8 se muestra el modelo de un grupo que
tiene la ruta mas corta, pero no cumple con el concepto de
ciclo, debido que deja sin recorrer algunos vértices, aunque
vacunan 8 nifios y el recorrido es el mas corto de los
presentados por los estudiantes.

Fig. 8: Modelo de un grafo que no tiene ciclo hamiltoniano

En la figura 9 se evidencia un modelo de ciclo que
cumple las caracteristicas que satisfacen la respuesta al
problema, es un grafo que tiene un ciclo hamiltoniano que
representa la ruta mas corta y la minima cantidad de nifios
vacunados, empieza y termina en el mismo vértice. Ademas
de que puede salir de cualquier vértice y llegar al mismo, en
este sentido los estudiantes aseguran que en ese modelo
pueden planearse diferentes desplazamientos que cumplen
las caracteristicas del problema. Los estudiantes toman
elementos geométricos como el perimetro de una figura
plana para establecer cual es la ruta mas corta.

Fig. 9: Modelo de ciclo hamiltoniano

Con respecto al trabajo desarrollado con la modelacion
geométrica se analizan los resultados encontrados con
respecto a los ciclos de modelado, que en este caso se
toman los propuestos por Brown y Stillman (2016):



- Simplificar: los estudiantes idean modelos y elige
matematicamente la manera de dar representacion
de este.

- Matematizar: los estudiantes hacen uso de sus
conocimientos matematicos y de estrategias
heuristicas para dar solucion a un problema
matematico.

- Interpretar: los estudiantes relacionan los
resultados matematicos con un problema extra-
matematico, de tal manera que puedan dar
generalizacion en base a situaciones especificas.

- Validar: los estudiantes analizan sus soluciones en
relacion con sus pares y reflexiona sobre los
aciertos o las oportunidades de mejora y
reconocen que otras soluciones al problema
pueden ser posibles.

En cuanto al ciclo de simplificacion los grupos idearon
mentalmente diversos modelos que fueron plasmando en
hojas de papel, utlizaron diferentes formas de
representacion de las cuales iban descartando porque no
se ajustaba con los pedido en los problemas, aseguran que
para poder llegar a esta fase tuvieron que comprender el
problema, leyendo algunas veces y observando
detenidamente los mapas que se le dio, aluden a que el
problema esta enmarcado en un contexto autentico
reconocido por ellos y que esto les haria mas facil buscar la
solucion.

Con respecto a la matematizacion los estudiantes hacen
uso de sus conocimientos geométricos para buscar solucion
a los problemas relacionados con las matematicas
discretas, en cuanto al problemas dos toman el concepto de
perimetro de una figura plana para buscar un ciclo
hamiltoniano, que representa la ruta méas corta, es asi como
representan diferentes poligonos irregulares y en algunos
usan las nociones de paralelismo, ademas toman
conocimientos sobre métrica haciendo uso de medidas a
escala.

A la hora de interpretar los resultados de los problemas
los estudiantes expresan que pueden aplicarse las
matematicas y la geometria para dar soluciéon a problemas
en contextos reales. Por tanto, se les pregunta que si
tuviéramos el mapa del departamento podrian encontrase
solucién a problemas similares, ellos aseguran que puede
encontrase diversos modelos que representan la respuesta,
se les propone encontrar la estrategia para poder
generalizarla y asi encontrar rapidamente una respuesta,
algunos de ellos afirman que se puede revisar en el mapa
poligonos con menor numero de lados y aquellos con lados
con menor medida, también sostienen que deben
asegurarse de no pasar dos veces por la misma calle o
carrera.

Para validar los modelos también se utiliza el software en
linea Graphonline.ru, cada grupo representa sus modelos y
validan si es un camino y si es un ciclo hamiltoniano, siendo
capaces de identificar sus acierto y oportunidades de
mejora (ilustracion 1y 2).

El grafo grafo no tiene un camino hamiltoniano

llustracién 1 validaciéon de modelo geométrico-camino
hamiltoniano

El grafo grafo tiene un ciclo hamiltoniano: 13=14=18=23=22=17=13

1a) (14)
o (1)
022 (23

llustracion 2 validacion de modelo geométrico-ciclo hamiltoniano

Los estudiantes pueden reconocer las diferencias entre
su modelo y el modelo de sus pares (ver figura 11).
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Fig. 10: Descripcion de errores en la elaboraciéon del modelo

5. ¢Queé diferencias encontraron de la solucion del problema y la de otros grupos?
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Fig. 11: Descripcién de diferencias en la solucién del problema
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Por otra parte, pudieron reconocer que existian diversas
respuestas a los problemas abordados, las rutas
establecidas no fueron iguales. En este sentido, sus pares
construyeron diversos caminos y ciclos, asi se podian
encontrar rutas diversas pero que su distancia eran la
misma (ver figura 11).
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5. ;Qué diferencias encontraron de la solucion del problema y la de otros grupos
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Fig. 11: Diferencias de las respuestas encontradas por un grupo

VI. DISCUSIONES

Se evidencia una conexién entre el modelado geométrico
y los problemas reales. Por tanto, los estudiantes logran
utilizar conceptos geométricos para aplicarlos a la solucién
de problemas reales, que tienen relacion con la teoria de
grafos.

Es interesante observar, como los mediadores visuales
dentro de un problema retador toma vital importancia para
fase de comprension. Por su parte, los estudiantes
reconocer de manera significativa que las representaciones
les permite centrase en el problema mas rapidamente y asi



poder tomar decisiones para matematizar. En este sentido,
no se requieren conocimientos previos de la teoria de
grafos para el abordaje del problema (Greefrath et al, 2022),
sin embargo, todas las presentaciones y la estructura del
problema debe aportar a la comprensién y asi poder pasar
por todas las fases del modelado, las cuales permitiran el
desarrollo de habilidades en la resolucién de problemas.

Los estudiantes pueden reconocer vértice y arista e
incluso representar un grafo en sus respuestas, sin
reconocer esta teoria, todos lo grupos desarrollan la
habilidad de identificar estos conceptos aun siendo
llamados en sus lenguajes cotidianos como intersecciones,
calles o carreras. En este sentido, vinculan los conceptos
luego de que se les orienta sobre sus verdaderos nombres
en la teoria de grafos, los relacionan con facilidad al
problema planteado y a los mediadores visuales dados. Por
su parte, los estudiantes se interesan mas por el concepto
de arista que por el de vértice, dado que las aristas se
vinculan directamente en la obtencion de la ruta méas corta
que es una condicién relevante en el problema.

En cuanto a los conceptos de camino y ciclo hamiltoniano
los grupos tienen la capacidad de representarlos, en este
caso el modelado se da dentro del proceso cognitivo como
intencional en un campo extra-matematico, aunque en este
caso no se descarta que lo estudiantes lleguen a los
modelos en el proceso cognitivo fortuito. Sin embargo, no
todos los grupos pudieron representar caminos ni ciclos
hamiltonianos, dado que no tuvieron en cuenta
caracteristicas importantes de los problemas y que ademas
no usaron contenido tedrico de grafos. Por otra parte, dado
el contexto del problema puede vincularse el concepto de
subgrafo debido a que las rutas establecidas son subgrafos
del grafo dado, se puede considerar que a partir de
problemas retadores se pueden construirse diferentes
conceptos de la teoria de grafos.

VII. CONCLUSIONES

La teoria de grafos no forma parte del contenido del
curriculo colombiano, sin embargo, dentro de los procesos
para la enseflanza y aprendizaje se contempla la
modelacion. En este sentido, la teoria de grafos permite
fortalecer los procesos de modelado con el fin de
desarrollar el pensamiento matematico. A su vez puede
considerarse esta teoria como una oportunidad de
desarrollar  habilidades como la exploracion, el
descubrimiento y el razonamiento relacionadas con la
matematica discreta (Vanegas et al, 2013).

Por su parte, la teoria de grafos y la modelacion son un
complemento potente que favorece el desarrollo de
problemas retadores en contextos reales auténticos. En
este caso, los problemas trabajados fueron interesantes
dado a los procesos heuristicos que se llevaron a cabo en
cada uno de los grupos, asi como los procesos de
modelado en a la resolucion de problemas parte
fundamental en la educacion matematicas en la escuela.

Se evidencia que el trabajo de los estudiantes fue
motivador, de tal forma que los grupos construyen modelos
haciendo uso de la modelacion geométrica, es ente sentido
usan conocimientos previos sobre geometria para apoyar la
solucién de un problema de matematica discreta. Por ende,
se percibe una relacion entre el modelado geométrico y la
elaboraciéon de modelos discretos en problemas extra-
matematico. Por otra parte, los estudiantes muestran
comprensién de una situacion a partir de los conocimientos
ya construidos creando sentido a una situacion real (Odden
& Russ,2019), considerando la tarea como la oportunidad

de construir nuevos saberes utilizando sus intuiciones y
experiencias propias.

Atendiendo que los estudiantes no tenian ningun tipo de
conocimiento sobre la teoria de grafos cuando se desarrolla
la actividad, se comprueba una apropiacion del contenido
de camino y ciclo hamiltoniano con avances significativos
en la compresion, pertinencia y razonamiento, la
elaboracion de los modelos es un avance muy revelador y
que puede mejorarse hasta llegar a modelos mas complejos
en la resolucion de problemas como llegar hasta la teoria
de grafos geométricos.

Por su parte, los procesos cognicion que se desarrollan
con el modelado son importantes para la construccién de
saberes de la matematica discreta y pueden entenderse en
base a la metacognicibn que se adelanta con los
estudiantes, estos dos procesos permiten conocer como los
estudiantes construyen conocimiento y cuales son las
partes mas débiles en el proceso y como deben mejorarse,
en este caso los estudiantes desarrollan habilidades del
lenguaje matematico para expresar sus ideas y saberes.
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La Matematica Discreta en aulas multigrado
de educacion basica primaria
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Abstract— This study describes a discrete mathematics
teaching and learning experience in a multigrade classroom.
These classrooms are in charge of a teacher who is in charge
of attending more than two grades at the same time. Due to the
need to serve these classrooms, which generally are in rural
areas, with limited economic resources, teachers must be
more creative and recursive in these pedagogical centers to
achieve a more dignified and integrated training. The objective
of this research is to arouse in students the interest in learning
mathematical topics by solving problems contextualized to
trades, particularly in the trade of being an astronaut, to
understand and solve basic problems of graph theory. The
research approach is qualitative with a descriptive approach.
The methodology is organized in four steps: preparation,
application, participants, data collection and data analysis.
These activities will be applied to 10 multigrade students who
are in the 3, 4" and 5" grades of primary school.

The results found show the great potential that these
classrooms have to accelerate learning in the development of
mathematical thinking by working in pairs, proposing a general
proposal with differentiated activities based on trades,
arousing curiosity and motivation in the teaching and learning
process. The application of strategic games and topics related
to discrete mathematics help to make the right decisions,
necessary to obtain better results in the future

keywords— Multigrade classroom, graphs, strategy, trades.

Resumen— Este estudio describe una experiencia de
ensefianza y aprendizaje de la matemética discreta en el aula
multigrado. Estas aulas estan a cargo de un docente que es el
encargado de atender méas de dos grados al mismo tiempo.
Debido a la necesidad de atender estas aulas, que, por lo
general, se encuentran en sectores rurales, con limitados
recursos econoémicos, los docentes deben ser més creativos y
recursivos en estos centros pedagdgicos para lograr una
formacion mas digna e integrada. El objetivo de esta
investigacion es despertar en los estudiantes el interés por
aprender temas matematicos por medio de la resolucion de
problemas contextualizado a los oficios, particularmente en el
oficio de ser astronauta, para comprender y resolver
problemas basicos de la teoria de grafos. El enfoque de la
investigacion es de corte cualitativo con un enfoque
descriptivo. La metodologia se organiza en cuatro pasos:
preparacion, aplicacion, participantes, recoleccion de datos y
andlisis de datos. Estas actividades se aplicaron a 10
estudiantes multigrado que cursan 3°, 4° y 5° de primaria.

Los resultados encontrados evidencian el gran potencial
que tienen estas aulas para acelerar el aprendizaje en el
desarrollo del pensamiento matemético trabajando entre
pares, planteando una propuesta general con actividades
diferenciadas basada en los oficios, despertando curiosidad y
motivacion en el proceso de ensefianza y aprendizaje. La
aplicacion de juegos estratégicos y temas relacionados con la
matematica discreta, ayudan a tomar decisiones acertadas,
necesarias para obtener mejores resultados en el futuro.

Palabras clave— Aula multigrado, grafos, estrategia, oficios.

[. INTRODUCCION

La Matematica discreta es una rama de las

matematicas que no esta incluida en los curriculos de
educacion basica primaria y menos para aulas multigrado.
Teniendo en cuenta que, en la actualidad, la matematica
discreta se constituye fundamental para la informatica, las
ciencias y las matematicas, debido al fuerte vinculo entre el
pensamiento algoritmico y pensamiento matematico,
combinacién importante para el desarrollo del pensamiento
computacional [1]. Por esta razon, es importante
implementar espacios en las instituciones que fortalezcan el
proceso de ensefianza aprendizaje y permita la interaccion,
el andlisis, los juegos estratégicos, y demas actividades
retadoras y motivantes que nos brinda la Matematica
Discreta.

Algunos investigadores proponen para el aula multigrado
articular diferentes asignaturas en base a una propuesta
general con actividades diferenciadas [2]-[12], por lo tanto,
se vincula la propuesta general en el oficio de ser
astronauta (elegido por los estudiantes multigrado),
aumentando la motivacion para aprender matematicas.

Una de las teorias en educacion matematica que refleja
la conviccion anterior, es la de Hans Freudenthal, al ver la
necesidad de promover cambios significativos en la
ensefianza formalista, mecanicista y algoritmica de las
matematicas en el aula. La Educacién Matematica Realista
(EMR) le da un papel protagonico a los datos empiricos e
ideas que se generan tras una situaciéon, antes que los
conceptos y teorias matematicas. Freudenthal criticaba
fuertemente las “Matematicas modernas” por aplicar lo que
llamaba él “inversiéon antididactica”, situaciones en donde
prevalecia iniciar por los conceptos [13]. La EMR busca
minimizar la brecha entre el aprendizaje tedrico y practico
(real) de las matematicas, por esta razén propone
relacionar el saber matematico con actividades que
conlleven a los estudiantes a un analisis profundo y creativo
de las matematicas que incentive el dialogo, la reflexion y la
negociacion. Estas actividades deben implementar un
proceso gradual e interactivo entre pares, guiado por el
docente.

La EMR se consolida con un proceso evaluativo
cualitativo, continuo y ordenado, enfatizando en la
construccién matematica [14]. Se tienen algunos aspectos
en cuenta como:

La creatividad para encontrar soluciones.

La calidad en la argumentacion y justificacion.

Calidad y profundidad del razonamiento y modelado.

Este proceso se logra cuando el docente propone
problemas abiertos, creando una cultura en el aula de
respeto, colaboracién, investigacion y curiosidad.

Con una de las actividades propuestas (Juego
estratégico) se quiere describir la capacidad que tienen los
estudiantes en la resolucion de problemas, tomando
algunos indicadores de los componentes commognitivos
(mezcla de las palabras comunicacion y cognitivo). Dentro



de indicadores tenemos el uso de palabras, mediador
visual, narrativa y rutina [15], basado en una investigacion
cualitativa con enfoque descriptivo. El estudio se organiza
en los siguientes pasos: preparacién y aplicacion,
participantes, recoleccion de datos, analisis de datos,
resultados y recomendaciones.

Para la actividad, se propone la solucion de seis retos y
dos juegos, uno de cartas con temas especificos de la
propuesta general y el otro adaptado del juego “Toma dos”,
llamado “Déjalo sin estrellas”, en el cual los estudiantes
deben encontrar la estrategia ganadora. Este ejercicio
incentiva el pensamiento matematico [16], en el cual, por
medio de preguntas orientadoras, se lleva al estudiante del
proceso de particularizacion (identificando aspectos en
comun de casos particulares) para transferir propiedades
gue se cumplen de una situacion u otra, hasta encontrar el
camino de la generalizacién (Ver Fig. 1).
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Fig. 1. Pensamiento Matematico por Mason, Burton & Stacey
(1982)

Generalizar significa descubrir alguna ley general que
nos indique: qué parece ser cierto (una conjetura); por qué
parece que es cierto (una justificacion); donde parece que
es cierto, esto es, un planteamiento mas general del
problema [17]. Algunos educadores matematicos
reconocidos [18]-[22], ven la importancia de la
generalizaciobn como proceso fundamental para descubrir y
construir matematicas.

Il. MATERIALES

Para la realizacion de la secuencia didactica “Ser
Astronauta”, se usaran algunos materiales, que pueden ser
adaptados segun los contextos. Los materiales necesarios
para aplicar la actividad son: computador, video beam,
sonido, hojas carta, fotocopias, tijeras, colbén, piedritas
pintadas (amarillo, azul, blanco, gris y naranja), juego de
cartas de Super constelaciones y super mundos, plantilla de
nave espacial, colores, sistema solar, rejilla de evaluacion,
diagrama de barras (seméforo del aprendizaje) lapiz y
borrador.

. METODO

El ejercicio se llevo a cabo a partir de estos cuatro pasos:
A. Preparacion y aplicacion
En esta etapa se organizé la secuencia didactica que
lleva por objetivo desarrollar en los estudiantes
habilidades que contribuyan a la resolucién de
problemas matematicos retadores, a partir del oficio de
ser astronauta, fortaleciendo valores sociales como el
cooperativismo, la sana convivencia y la colaboracion
mediante la interaccion lddica, la teoria de grafos y
otras aplicaciones. En el organizador grafico se
muestran las relaciones con otras asignaturas

mostrando la interdisciplinariedad y articulacion con
otras areas (Ver Fig. 2).
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Fig. 2: Organizar gréafico de la actividad

Podemos observar que las asignaturas que
acompafiaran nuestra secuencia son Matematicas
(conjunto M), Ciencias Naturales y Sociales (conjunto
C) y Artistica (conjunto A). Cada uno de ellos lleva en
su interior las tematicas a trabajar segun el area y en
sus intersecciones el producto o evidencia articulada
con las otras asignaturas.

Por ejemplo:

MNANC= {objetivo de la secuencia didactica}

MNA = {Creacién de constelaciones y cohete espacial}
ANC= {Comprensién de textos, creatividad y
construccion}

MNC= {Constelaciones Planetas, satélites y otros
datos}

La organizacion de la secuencia se lleva a cabo en
cinco etapas: la motivacion o saberes previos, la
estructuracion, la practica, transferencia y cierre.

En la primera etapa, saberes previos o motivacion,
se realizan algunas preguntas orientadoras referentes
al oficio de ser astronauta, su diario vivir, fortalezas,
dificultades, la NASA, el universo, representantes
masculinos y femeninos del oficio, entre otros. Los
estudiantes previamente habian investigado, vy
participaban con sus apuntes o realizando preguntas
que eran retroalimentadas entre todos.

En la segunda etapa, la estructuracién se responden
las preguntas anteriormente planteadas, indicando
afios, geografia, historia y mostrando algunos videos
sobre la vida de los astronautas, el universo y las
constelaciones. En estos espacios de estructuracion se
aprovecha para ir planteando preguntas con diferentes
estructuras aditivas y multiplicativas, con respecto a los
afios y las diferentes unidades de tiempo, distancia y
velocidad que nos brindan los datos investigados.
Igualmente se comparte el tema de las constelaciones
analizando el conjunto de estrellas que forman figuras,
animales o cosas. Se muestran las constelaciones
zodiacales, indicando las fechas y relacionando a cada
estudiante con la constelacion correspondiente a su
nacimiento. Cada constelaciéon la relacionamos como
un grafo, en donde las estrellas son los vértices y las
conexiones imaginarias son las aristas (Ver Fig. 3).
También, se construye la matriz de adyacencia del
grafo (constelacion), nombrada por los estudiantes
como el “arreglo de vecinos”, en donde se indica en
sistema binario, con “1” (si hay conexién) o “0” (si no
hay conexion).
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Fig. 3: Relacion de la constelacion con la teoria de grafos.

Se realizan algunas constelaciones sencillas, con la
ayuda de todos a modo de ejemplo (vértices, aristas y
matriz de adyacencia). A los estudiantes se les habla
en los términos (estrellas, lineas imaginarias y arreglo
de vecinos).

Este espacio se aplica en forma de plenaria, donde
todos los estudiantes multigrado participan y se tiene
una propuesta general.

En la tercera etapa, se organizan actividades
individuales, asignando a cada estudiante segun su
grado. Después de terminada la actividad, el ejercicio
es intercambiado con otro compafiero, es revisado,
evaluado, retroalimentado por el par y con la
supervision del docente. Los estudiantes obtienen
segun su desempefio un color (rojo, amarillo y verde)
que destaca la siguiente informacion en el Semaforo
del aprendizaje:

*  Verde: entendi6 muy bien el tema.

*  Amarillo: le cost6 un poco entender el tema.

* Rojo: no entendi6 el tema. Necesita una
retroalimentacion mas amplia.

Cada estudiante, recibe inmediatamente la nota
cualitativa de la actividad y la referencia en el diagrama
de barras segun el reto correspondiente (Ver Fig. 4)

[[] rero1
[0 rero2
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[[] reTo4
[[] retos

> [ | retos

Fig. 4: Semaforo del aprendizaje — Reto Astronauta

La actividad sera evaluada por medio de seis retos,
cada uno de ellos sera evidenciado con un rectangulo
de un color (segun el reto), con el nombre de cada
estudiante y el grado, ubicado en las caritas de colores
rojo, amarillo y verde (Ver Fig. 5).

RETO 1 RETO 2 RETO 3 RETO 4 RETO 5 RETO 6
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3° 1 3 | 3 3 3 3

Fig. 5: Fichas rectangulares de los retos

Los retos a trabajar son los siguientes:
RETO 1: Arreglo de vecinos
RETO 2: Constelaciones camino Euleriano
RETO 3: Constelaciones Ciclo Euleriano
RETO 4: Constelaciones arbol o ciclo
RETO 5: Constelaciones zodiacales
RETO 6: Creando constelaciones

En la cuarta etapa, transferencia se realiza la
asociacion de las constelaciones con la teoria de
grafos, se explica la tematica, buscando tener un
conocimiento, lenguaje técnico y algunas definiciones
como camino, ciclo o bucle, matriz de adyacencia,
camino Euleriano, ciclo Euleriano y grafo arbol.

Todos los retos anteriores se desarrollaron con
integrantes del mismo grado.

Se construye un cohete con una plantilla disefiada y
por medio de un juego de cartas (Super mundos y
SlUper Constelaciones), disefiadas por Juegos Yy
Modelos (aprendizaje divertido), especialmente para la
tematica, se comparan algunas medidas con valores
enteros y decimales, para las constelaciones y los
planetas (Ver Fig. 6). Estas medidas relacionan datos
reales para los planetas y satélites como diametro,
distancia al sol, densidad, velocidad de escape,
velocidad orbital y el afio de descubrimiento. Para las
constelaciones, medidas como porcentaje del cielo,
estrella del asterismo, distancia a la estrella alpha,
objetos messier y visibilidad dada en grados.

Fig. 6. Juego de cartas Super Mundos y Super Galaxias.

Por dltimo, en la aplicacion de actividades, se
propone el juego “Déjalo sin estrellas”, Juego adaptado
de “Toma dos”. Los estudiantes deben encontrar la
estrategia ganadora siguiendo el siguiente Instrumento:

Juego: Déjalo sin estrellas

Inicio. Hay un montén de estrellas sobre una mesa.
Este juego se juega con dos jugadores. Ambos
jugadores saben cuantas estrellas hay en el monton.

¢,Como jugar? Comienza un jugador. En el turno de
un jugador, él debe tomar exactamente una o dos
estrellas del montdn. Los jugadores se alternan para
jugar.

¢Quién gana? El primer jugador que no puede
hacer su movimiento es el perdedor. El otro gana.

Estas instrucciones y un instrumento con seis
problemas retadores (PR), orientadas para que los
estudiantes pudieran ir analizando por casos y asi
lograran descubrir la estrategia ganadora.

Preguntas orientadoras:

PR1. ¢Alguno de los jugadores tiene una estrategia
ganadora para “Déjalo sin estrellas” con una sola pila
de 3 estrellas? Juega con tu compafiero varias veces.
¢Quién gana con mas frecuencia? Analiza la situacion,
juega el numero de veces que sea necesario.

PR2. ¢Alguno de los jugadores tiene una estrategia
ganadora para una sola pila de 5 estrellas?

PR3. ¢Alguno de los jugadores tiene una estrategia
ganadora para una sola pila de 6 estrellas?

PR5. ¢Alguno de los jugadores tiene una estrategia
ganadora para una sola pila de 9 estrellas?

PR6. ¢Alguno de los jugadores tiene una estrategia
ganadora para una sola pila de cualquier nimero de
estrellas?

Para la quinta etapa, la de cierre, después de haber
aplicado los retos, se socializa el diagrama de barras
del Semaforo del aprendizaje para evaluar la




secuencia. Se hace una autoevaluacion (Ver Tabla 1) y
realizan sugerencias y opiniones entre todos.

TABLA |
PROCESO DE AUTOEVALAUCION — RETO ASTRONAUTA
Aspectos a ‘ . ‘ Suge
evaluar renci
a
Desarrollo de las | R1 R R R R6
situaciones Retos
Cumplimiento con
el material
solicitado.
Trabajo en equipo
Actitud en la clase
Igualmente, tomando algunos indicadores de los

componentes commognitivos como el uso de palabras,
mediador visual, narrativa y rutina [15] (Ver Tabla Il), para
ser usado en la implementacion del juego “Déjalo sin

estrellas”.

TABLAILI.

INDICADORES DE LOS COMPONENTES COMMOGNITIVOS
UTILIZADOS PARA RESOLVER PROBLEMAS MATEMATICOS

Componente Indicador
commognitivo
Uso de Escribe y recita palabras, incluidos términos
algebraicos, numéricos y semanticos,
palabras > P -
ecuaciones y otros términos utilizados por los
estudiantes para resolver problemas
matematicos.
Mediador Utiliza objetos como gréficos, imagines,
visual diagramas y otros en la rgs_olucién de problemas
matematicos.
Describe hechos matematicos tales como
. axiomas, definiciones y teoremas que son
Narrativa - ; -
utilizados por los estudiantes en la resolucion de
problemas matematicos.
Rutina Explica los pasos seguidos para resolver los
problemas dados

B. Participantes

La poblacion esta conformada por los estudiantes de
aula multigrado de primaria, de la Institucién Educativa
San Gerardo del municipio de Garzon (Huila) y la
muestra de la investigacion esta constituida por 10
estudiantes de los grados 3°, 4° y 5° de la Sede rural y
multigrado, El Batan.

C. Recoleccion de datos

El proceso de recoleccion de datos comenzd con la
evaluacion (Ver Fig. 4 y Fig.5) y autoevaluacion de los
Retos (Tabla I) y con la entrega de un instrumento para
los juegos.

Para el proceso de evaluacion de los seis primeros
retos, se obtuvieron los siguientes resultados:

[] rero1

[ rero2
[ rero3
[] rero4
[] reros

RETO 6

Fig. 7: Seméforo del Aprendizaje — Retos por cada estudiante

Para el proceso de autoevaluacion, los estudiantes
completaron la Tabla I, coloreado de verde todas las
caritas, para los 10 estudiantes multigrado.

En los juegos, se organiza dos mesas con estudiante
de los tres grados. Para el juego Siper Mundos y
Super constelaciones, los estudiantes comparaban las
medidas y conocian los valores de cada una de los
planetas, satélites y constelaciones. Ellos observaban a
través de la préactica, cuales eran los valores mas
grandes o pequefios de esas medidas y en siguientes
partidas, de forma estratégica iban apostando a los
mayores valores y, por ende, ganaban.

En el juego “Déjalo sin estrellas”, los estudiantes
entregaron el instrumento, solo dos de ellos
contestaron todos los problemas retadores incluidos en
el instrumento (un estudiante de 4° y uno de 5°), los
demés, dejaban algunos problemas retadores sin
contestar. Se puede indicar que para el PR1 contesto
el 80% de los estudiantes, para el PR2 el 60%, para el
PR3 el 40%, para el PR4 el 70%, para el PR5 el 50% y
para el PR6 el 20%, evidenciando que a medida que el
namero de fichas aumentaba, eran menos los
estudiantes que opinaban al respecto.

D. Analisis de datos

Los resultados obtenidos en la recoleccion de datos,
muestran un proceso muy asertivo y positivo de los
retos. Los estudiantes pueden evidenciar que, en las
actividades evaluadas, el 100% de ellos entendié muy
bien el tema y lo pueden analizar en el diagrama de
barras apilado (Ver Fig. 7)

En cuanto a la autoevaluacion, los estudiantes
responden de manera positiva en la participacion a los
desarrollos de los retos, el cumplimiento del material
solicitado, trabajo en equipo y actitud en clase,
evidenciando un umbral alto de motivacion frente a las

actividades y tematica propuesta del oficio de
astronauta.
Para los juegos, los estudiantes tienen la

oportunidad de jugar las veces que ellos quieran, esto
les da la posibilidad de observar, explorar, percibir,
tomar notas y hacer conjeturas. En el proceso de jugar
a las cartas, los estudiantes lograron poner en practica
la comparacion de numeros y diferentes medidas, se
les realizo diferentes preguntas de estructura aditiva y
multiplicativa, mostrando gran habilidad y estrategia de
los estudiantes, para poder ganar.

Por ultimo, teniendo en cuenta los indicadores de los
componentes commognitivos utilizados para resolver
problemas matematicos (Ver Tabla 1), se puede
analizar lo siguiente en la aplicacion del juego “Déjalo
sin estrellas”

Uso de palabras:

Los estudiantes escriben y recitan palabras de su
lenguaje cotidiano (Ver Fig. 8) como gana, el primero,
el que empiece o inicia, el segundo, multiplo de 3,
pierde, par, impar, coge, oportunidad o ventaja, saca,
desventaja y arreglos de tres fichas, entre otras.
Usando el software Atlas ti, se muestran las
coincidencias en las palabras méas usadas.

EL PRIMERO {17-1} GANA {14-1} FIERDE {9-1}

W

DESVENTAJA{1-1} -— 4 Usndepalahmsmas usada

/ :1“‘ IMPAR {5-1}
SACA{2-1} / :1‘ \

COGE {3-1}
MULTIPLO DE 3 {2-1 OPORTUNIDAD O VENTAJA {2-1

EL SEGUNDO (7-1}

ARREGLOS DE TRES FICHAS {1 -‘\}

PAR {6-1}

Fig. 8. Uso de palabras més usadas en el Déjalo sin
estrellas, usando el software Atlas ti.



No incluyen términos algebraicos, ecuaciones y otros
términos  utilizados para resolver  problemas
matematicos.

Mediador visual

Utilizan el material concreto (fichas) y a medida que
avanza el juego logran organizarlas para que sea mas
facil visualizar las que quedan en la pila. Pero en
cuanto a la parte escrita no utilizan ningiin objeto como
graficos, imagenes, diagramas, etc. Solo un estudiante
logré ver la importancia de colocar las fichas en
arreglos de 3.

Narrativa

Los hechos matematicos se evidencian mediante
conjeturas dando un orden a las ideas para llegar a la
respuesta parcial del PR6.

Rutina

Los estudiantes explican por medio de ideas sueltas
algunas conjeturas y solo 2 estudiantes muestran una
respuesta generalizada que se acerca a la correcta.

Para concluir la actividad y conseguir la estrategia
ganadora, se construy0d la siguiente tabla, con la
participacion de todos y a manera de discusion (Ver
Tabla I1).

Primer Jugador - A

Segundo jugador — B

TABLAII
LA ESTRATEGIA GANADORA PARA CUALQUIER NUMERO DE FICHAS
Jugador NUmero no Miultiplo de 3
multiplo de 3
Tiene la ventaja. Tiene la desventaja.
Debe tomar una o Pero debe estar
A dos fichas para dejar pendiente si en algin
en el montén un momento puede dejar
multiplo de 3. un multiplo de 3 en el
montén.
Tiene la desventaja. Tiene la ventaja. Debe
Pero debe estar tomar una o dos fichas
B pendiente si en para dejar en el montén
algn momento un multiplo de 3.
puede dejar un
multiplo de 3 en el
montén.

E. Resultados

El trabajo organizado en secuencias didacticas
enfocado a los oficios, despierta gran interés vy
curiosidad en los estudiantes. El aula multigrado es un
excelente espacio para generar aprendizaje de forma
integral. Por medio de la aplicacion de la matematica
discreta y juegos estratégicos, evidenciamos algunos
aspectos a mejorar en el desarrollo del pensamiento
matematico que tienen algunos estudiantes de la
Institucion Educativa San Gerardo en la resolucion de
problemas. Generalmente en la institucion educativa,
no se plantea un trabajo de algebra temprana y esta es
la primera vez que lo estudiantes se enfrentan a un
problema retador de generalizaciéon. Se evidencia que
la gran mayoria de estudiantes les costé llegar al PR6,
por medio de ese hilo conductor planteado
inductivamente y les hace falta retomar algunos
componentes del algebra temprana, como lo es la
relacion matematica, la estructura aritmética y la
generalizacion. Aunque el ejercicio en la parte escrita
se aproxim6 a algunas ideas en el proceso de
generalizacion, la respuesta es parcial a lo esperado.
Solo el 20% de los estudiantes evidenciaron un
proceso de comprobacion, revision y generalizacion.
Se logro el objetivo del instrumento 1, con la ayuda de
todos, a modo de discusion y por medio de preguntas
orientadoras (Ver Tabla Il).

F. Recomendaciones

Se recomienda el trabajo de las secuencias
didacticas planteando una propuesta general
interdisciplinaria con  actividades diferenciadas,
incentivando el proceso de evaluacion formativa, ya
que facilita manejar varios grados simultaneamente y
esto a su vez potencia la interaccién, el trabajo en
equipo, la autoevaluacion y la aceleracion de los
aprendizajes.

Gestionar espacios en los centros educativos
multigrado para que fortalezcan el proceso de
ensefianza y aprendizaje de la matematica discreta,
permitiendo la interaccion, el andlisis, los juegos
estratégicos, y otras problemas retadores y motivantes.
Teniendo en cuenta el juego como estrategia de
aprendizaje en aulas multigrado [3], [4], [7], [10], [23] -
[33], implementado para facilitar el trabajo en equipo, la
participacion, el didlogo e impulsa la aceleracion del
aprendizaje, motivando a los nifios méas pequefios a
enfrentarse con ideas y opiniones de nifios de grados
superiores.

Los juegos estratégicos son una herramienta
apropiada para preparar el aprendizaje significativo y
comprensivo de los sistemas algebraicos y su manejo
simbolico. Estas actividades preparan a los estudiantes
para la construccion de la expresién algebraica a través
de la formulacion verbal de una regla recursiva que
muestre cémo construir los términos siguientes a partir
de los precedentes y el hallazgo de un patron que los
guie mas o menos directamente a la expresion
algebraica. Por esta razon es importante recomendar
trabajar en el aula de clase lo siguiente:

o Utilizar diferentes recursos y
representaciones, aceptar diversas formas de
escritura, validar diferentes argumentos.

e Trabajar despacio, preparar preguntas para
avanzar, permitir el dialogo y las conjeturas
propias.

e Reconocer niveles de avance en cada etapa
del proceso, en el razonamiento y la
comunicacion.

e Aplicar juegos estratégicos para que los
estudiantes descubran la estrategia ganadora.

IV. DISCUSION

El disefio de la clase de mateméticas basado en la
Resolucion de problemas, fortalece la interaccion [8],
[10], [26], [34]-[38], lo cual se manifiesta en este
estudio en el aula multigrado y se potencia con la
aceleracion del aprendizaje.

El trabajo con problemas retadores en el aula
multigrado permiti6 constatar el interés de los
estudiantes por aprender matematicas, la preocupacion
por aprender, por participar y colaborar en la
construccion de las actividades, lo cual constituye un
impacto positivo para vida de los estudiantes [8], [29],
[39]-[43]. Articular diferentes asignaturas en base a una
propuesta general con actividades diferenciadas [2]-
[12] aumenta la motivacion para aprender matematicas.

V. CONCLUSIONES

Resulta apropiado asumir desde la teoria la EMR, los
indicadores de los componentes commognitivos [15] (Ver
Tabla Il) y el pensamiento matematico [16] (Ver Fig. 1),
como sustento tedrico de esta actividad, para complementar
el objetivo en la investigacién. La integracion de estas
teorias constituye la lupa desde la cual se hace la
interpretacion de los datos y el andlisis de los resultados.



En el desarrollo del trabajo se establece una metodologia
clara, flexible y puntual la cual contribuye a alcanzar el
interés de los estudiantes por aprender temas matematicos
por medio de la resolucién de problemas contextualizado a
los oficios, particularmente en el oficio de ser astronauta,
para comprender y resolver problemas basicos de la teoria
de grafos.

Las secuencias didacticas enfocada a los oficios,
despierta gran interés y curiosidad en los estudiantes,
propiciando un excelente espacio para generar aprendizaje
de forma flexible e integrada.

Las diferentes estrategias implementadas y el juego,
conforman una metodologia apropiada para la clase de
matematicas, que permiten tener estudiantes interesados,
motivados y competentes hacia el aprendizaje de las
matematicas en el aula multigrado.

TRABAJOS FUTUROS

Estas planeaciones estan adaptadas al interés y
motivaciones de los nifios de aulas rurales y multigrado
inspirada en los oficios que ellos quieren profundizar o
dedicarse cuando sean adultos. La idea es seguir
adaptando propuestas generales interdisciplinarias, con
actividades diferenciadas, potenciando el trabajo en equipo
y la aceleracion del aprendizaje entre pares.
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